
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 



ly InhaUsverzeiohnifs des sieben und dreifsigsten Bandes* 

Abhandliuif;. Heil. Sntt. 

16. Die Doppel -Integrale 

f^f qi(ax'^±by'')x»-^/l-^dxdy, f */* ^€p(ax'^±by'*)xP-^y^^dxdy; 

ihre gegenseitigen Beziehungen und die Reduction derselben auf einfache 
bestimmte Integral - Ausdrücice. Von dem Herrn Prof. Raabe in Zürich. . IV. 345 

17. Über den richtigen Gebrauch vieldeutiger Functionen bei der Ermittelung 
bestimmter Integrale Von demselben IV. 356 

16. Ober die bestimmten Integrale mit imaginären Grenzen. Von Herrn Dr. 

Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg IV. 363 

19. Zu Dr. Pohls Schrift «Der Electromegnetismus und die Bewegung der Him- 
melskörper." Von demselben • IV. 370 

2. Geometrie. 

1. Ober die Vierecke, deren Seiten und Diagonalen rational sind. Von Herrn 

Dr. K K Kummer, Professor in Breslau L 1 

3. De la sph^re tangente k quatre sphöres donnees. Par Hr. J. A. Serret 

a Paris L 51 

9. Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige damit 

in Beziehung stehende EigensrchaRen der Kegelschnitte. Von Herrn Prof. 

Steiner in Berlin. CAnszug aus einer am 19ten April 1847 der Akademie 

der Wissenschaften vorgelegten Abhandlung.) H. 161 

IL Angewandte Mathematik. 

2. Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausgedruckten reciproken Ent« 
fernung zweier Puncto in Reihen, welche nach dem JLa;i/ace*8chen 7^) 
fortschreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung des magne- 
tischen Zustandes eines Rotations- Ellipsoids, welcher durch vertheilende 
Kräfte erregt ist. Von Herrn J. Neumann, Prof. der Mineralogie und 

Physik zu Königsberg I. 21 

Fac simile einer Ihmdschrift von Frist L 

----»-- Grandi H. 

------ Manfredi . . . IH. 

- - - - - - Casielü IV. 



& 



Journal 

ffir die 

reine und angewandte Mathematik. 

In zwanglosen Heften« 



Herauflgegeben 



Ton 



A. L. C r e 1 1 e. 

Mit thätiger Beförderung hoher Königlich - Preufsischer Behörden. 



- - j j i 



Sieben und dreifsigster Band« 

In vier Heften. 
Mit sieben lithographirten Tafeln. 



Berlin, 1848. 

Bei G. Reimer. 

Et se trouve ä Paris chez Mr. Bachelier (successeur de M">* V« Courcier), 
Libraire pour les Mathematiques etc. Quai des Augustioa No. 65. 



2 /• Kummer, Vierecke mit raiionaleH Seiten und Ditigonalen. 

Dreiecken und Vierecken b&ndeln^ deren Stücke sich durch rationale oder 
ganze Zahlen ausdrücken lassen. 3Iit diesen Sätzen haben wir es also hier 
hauptsächlich zu thun; weshalb wir dieselben, so wie sie in der englischen 
Übersetzung lauten, wörtlich hersetzen. 

33. The sum of the Squares of two unalike quantiiies are the sides 
of an isosceles triangle; Iwice the*product of the same two quantiiies is the 
perpendicular, and twice the difference of their Squares is the base. 

34. The Square of an assnmed quantity being twice set down and 
divided ly two other assumed quantities and the quotienls being severally added 
to the quantity first put, the rooieties of the sums are the sides of a scalene 
triangle : from the same quotients the two assumed quantities being subtracted, 
the sum of the moieties of the differences is the base. 

35. The Square of the side assumed at pleasure, being divided and 
Iben lessened by an assumed quantity, the half of the remaiuder is the upright 
of an oblong telragon; and this, added lo the same assumed quantity, is the 
diagonal. 

36. Let the diagonals of an oblong be the flanks of a tetragon, ha- 
vlng two equal sides. The Square of the side of the oblong, being divided 
by an assumed quantity, and then lessened by it, and divided by two, the 
quotient increased by the upright of the oblong, is the base, and lessened by 
il, is the summit. 

37. The Ihree equal sides of a tetragon, thal has three^ sides equal, 
are the Squares of the diagonal (of le oblong). The fourth is found by sub* 
tracting the Square of the upright from thrice the sqaare of the (oblonges) side. 
If it be greatest, it is the base; if least, it is the summit. 

38. The uprights and sides of two rectangular triangles, reciprocally 
multiplied by the diagonals, are fonr dissimmilar sides of a trapezium. The 
greatest is the base; the least is the summit, and the two others are the flanks. 

Wir abertragen diese Satze zunächst in die gewöhnliche mathematische 
Ausdrucksweise; wobei wir zugleich alles im Texte Weggelassene, was noth- 
wendig zur Sache gehört, vervollständigen. 

33. Setzt man jede der beiden gleichen Seiten eines gleichschenkligen 
Dreiecks ^eich ^'\'h'^^ und die Grundlinie gleich 2(a^ — &^), wo a und b 
beliebige rationale Zahlen sind, so ist auch die Höhe und der Inhalt dieses 
Dreiecks rational 
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34. Wenn die drei Seiten eines sdiiefwinkligen Dreiecks folgende 

Werlhe haben: l(-f +*)' *(t+0 ^"^ i(T~'^)+^(T'~0' ^^ ^>* 
und c beliebige rationale Zahlen sind, so sind die Höhen und der Inhalt des- 
selben ebenfalls rational. 

35. Wenn eine Seite eines Rechtecks gleich a, die andere gleich 

^(^ 6j genommen wird, wo a und b rationale Zahlen sind, so ist auch 

die Diagonal dieses Rechtecks rational. 

36. Nimmt man von den zwei parallelen Sdten eines Paralldtrapezes 
die eine gleich i(^-*)-f|(^*-c), die andere gleich i(^—b)—i(f^^e), 
und jede der beiden andern einander gleichen, nicht parallelen Seiten gleich 
i(— -fi;^: so erhält man, wenn a, b, e rational sind, ein Paralleltrapez, 

dessen Seiten, Höhe, Diagonalen und Inhalt rational sind. 

37. Ein Paralleltrapez mit drei gleichen Seiten, dessen Seiten, Höhe, 
Inhalt uad beide (einander gleiche) Diagonalen rational sind, erhfllt man, wenn 
jede der drei gleichen Seiten gleich {a^-^-b^f nnd die vierte Seite gleich 
3(a* — V^y — it^P angenommen wird; wo a und b rationale Gröfsen be- 
zeichnen. 

38. Wenn die vier Seiten eines Vierecks, welches sich einem Kreise 
einschreiben lafsl, die WertbeCö^-f-A^JCc-^— rf'), (a' — ft'Xc^+iT), 2erf(ii'-f 6*) 
nnd %ab{€^'\'d'^) haben, wo a^ b, c und d beliebige rationale Zahlen be- 
zeichnen, so sind auch die beiden Diagonalen, die Abschnitte derselben, so 
wie der Inhalt des Vierecks, und der Durchmesser des umschriebenen Krei- 
ses rational. 

Alle diese Sfitze lassen sich auf die einfachste Weise durch blofse 
Zusammensetzung rechtwinkliger pythagoräischer Dreiecke finden, deren Bil- 
dung, auf der Lösung der arithmetischen Aufgabe beruhend: zwei Quadrat- 
zahlen zu finden, deren Summe wieder eine Quadratzahl ist, den Indern 
vollständig bekannt war. Wir wollen nun von den einzelnen SAtzen zeigen, 
wie sie alle fast unmittelbar aus dieser Quelle fliefsen. 

Zur Bildung des gleichschenkligen Dreiecks mit rationalen Seiten und 
Inhalt, welche im Satze 33. gelehrt wird, werden nur zwei congruente py- 
thfigorfiische rechtwinklige Dreiecke so an einander gesetzt, dafs zwei an ein- 
anderliegende gleiche Kathelen die Höhe, die beiden andern die Grundlinie bilden. 

1* 



4 t* Kummer, Vierecke mit rationalen Seilen und Diagonalen. 

Die Bildung des schiefwinkligen Dreiecks mil rationalen Seiten und In- 
halt, im Satze 34., geschieht durch die Zusammensetzung zweier verschiede- 
ner pythagorfiischer rechtwinkliger Dreiecke, wenn in beiden eine Kathete 
gleich gemacht worden ist. 

Das Rechteck im Satze 35. entsteht durch Verdoppelung eines pytha- 
goreischen Dreiecks. 

Das Paralleltrapez mit zwei einander gleichen, nicht parallelen Seilen 
wird gebildet, wenn man zunächst die beiden congruenten pylhagorfiischen Drei- 
ecke BED und BGD (Taf. I. Fig. 1.) zu einem Rechtecke EBGD zusammen- 
setzt, dessen Seiten und Diagonalen rational sind. Setzt man darauf ein zweites 
pythagoräisches Dreieck AC^y dessen Kathete einer Rechtecksseile gleich ge- 
macht ist, an das Rechteck an , und schneidet auf der andern Seite das diesem 
congruenle Dreieck CGD von dem Rechtecke ab, so erhfilt man das Parallel- 
trapez ABCD mit rationalen Seiten, Diagonalen, Höhe und Inhalt. IstjBi?=<i, 

DE=\{^ — b)^ so wird B/> = iiC = i(-^ -fÄ); nimmt man ferner ilÄ 
= G'C=i(^*-c), so wird i4B = C/>=:4(|^-f c), alsoi4/> = (y-6) 

+ 1 (^ — tf) und BC = i (y — *) ~ * (t ~ 5 ^*^ ^^^ ^^^ ^^ vorschreibt 
Das in dem folgenden Satze 37. construirfe Paralleltrapez mil drei 
gleichen Seilen erhält man auf folgende Weise. Man setzt zunächst die bei- 
den congrnenten rechtwinkligen pythagoräischen Dreiecke AEB und AED 
(Fig. 2.) zu einem gleichschenkligen Dreiecke ABD zusammen, dessen Seiten 
und Höhen rational sind. Es wird also dadurch auch die Hohe BF raUonal, 
und eben so werden es die beiden Abschnitte J Fund FD der Grandlinie ili!>. 
Verbindet man nun das dem Dreiecke BFD congruente Dreieck BGD mit 
diesem zu einem Rechtecke BFDG und schneidet davon das Dreieck CGD ab, 
welches mit AFB congruent ist, so hat man das verlangte Paralleltrapez ABCD. 
Ist AE^2ab, BE^ DE^^a^ — b"^ so ist Bil = J/> = IIC = a'-f i^; 

ferner ist in dem Dreiecke ilB0: AE.BD^BF.AD, also BF^^^^g^ 

= — ^ri? • Hieraus folgt nach den pythagoräischen Lehrsatze Di?^=i tTjLt '-? 

also ^iF=CC=a^+ft'- ^K^^X und hieraus gF-JF= ^",'~*T -fl^-y 

=:iBC oder BC^:--^ " ,j_., — . Mulliplicirt man noch alle diese Stacke 

mit 11^ -f ^9 ^^ ^^^ 'n^n die im Satze angegebene Regel. 
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Der nvii folgende letzte Satz 38. ist der merkwürdigste der sechs 
Satze des Brahfnsßvpta, weil er ein etwas allgemeineres Vierecic za bilden 
lehrt, dessen Stacke rational sind. Setzt man zunächst (Fig. 3.) die beiden 
rechtwinkligen pylbagorflischen Dreiecke AEB und CEB mit der in beiden 
gleich gemachten Kathete BB an einander, sodann an CK das Dreieck CED^ 
weldies dem Dreieck AEB dnrch passende Vervielfältigang und Theilung seiner 
drei Seilen auf die Weise fthnlich gemacht ist, dafs die der BE entsprechen- 
den Kathete gleich CE ist, und setzt eben so das Dreieck AEDy welches dem 
Dreiecke BEC auf die Weise Ähnlich gemacht ist, dafs die der Kathete BB 
entsprechende Kathete desselben gleich AE ist, an AE an: so ist auch die 
Kathete DE in diesen beiden neuen Dreiecken dieselbe, und man erh&il das 
Terlangte Viereck ABCD. Der Punct D bann auch einfach so bestimmt wer- 
den, dalli man um das Dreieck ABC einen Kreis beschreibt und die Höhe 
des Dreiecks AE verlSngert, bis sie die Peripherie des Kreises in D schneidet. 
Nimmt man die beiden rechtwinkligen pythagoriischen Dreiecke, deren Seiten 
2ah, ü^ — ft% a'-j-*' «nd 2edj c' — rf^ c'-f rf* sind, und mnlUpIicirt, um zwei 
Katheten in beiden gleich zu machen, die drei Seiten des ersten mW 2 cd, die 
des zweiten mit 2 ab, so erhftit man, nachdem dieselben zu dem Dreiecke ABC 
zusammengesetzt worden sind: AE ^=2cd{(i^ — 6'), BE ^= Aabcd, CE 
= 2ab(c'—d^), AB = 2cd{a^'\'V), BC^2ab(c''^d^); ferner wird we- 
gen der Ähnlichkeit der gegenflberliegenden Dreiecke, DE^=-{4^^b^){t?—d^\ 
CD=^(j^-\'V){c' — d[')^ DA^{a^ — b'^){e\d')\ wie es im Salze verlangt 
worden ist 

Die sSmmtlichen Sfitze des Brakmegvpla von der Bildung von Drei- 
ecken und Vierecken mit rationalen Stocken beruhen also hauptsächlich nur 
auf der Bildung rechtwinkliger Dreiecke mit rationalen Seiten. Die dazu 
nOthigen geometrischen Kenntnisse beschrAnken sich, wie man sieht, auf den 
pythagoriischen Lehrsalz; wozu allenfalls noch der Satz gerechnet werden 
kann, dafs die vier Abschnitte, in welche zwei Sehnen eines Kreises sich 
gegenseitig theilen, in gleicher Proportion stehen. Aber selbst mit diesen be- 
schrAnkteo Mitteln bfltte Brahmegupta weit mehr leisten können , da sie nicht 
nur zur Bildung der besonderen Vierecke des Salzes 38., in welchen die 
Diagonalen anf einander senkrecht stehen, sondern sogar zur allgemeinsten 
Lösung der Aufgabe über das dem Kreise einschreibbare Viereck mit rationalen 
Stocken vollständig ausreichen. Diese allgemeinste Lösung wird nimlich folgen- 
dermaafsen gefunden. 
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Man nehme drei rechtwinklige Dreiecke mit rationalen Seiten^ und lege 
sie, nachdem man eine Kälhete in allen gleich gemacht hat^ mit dieser Kathete so 
an - und auf einander, dalis die andern Katheten in einer geraden Linie liegen. 
Durch Zusammensetzung der drei Dreiecke BFA, BFE und BFC (Fig. 4.) 
erhftlt man dann die beiden an einander passenden schiefwinkligen Dreiecke 
BViA und BEC, welche zusammen das Dreieck ABC bilden. Um dieses 
Dreieck ABC ziehe man einen Kreis, verlängere BE bis an die Peripherie 
desselben nach D, ziehe DA und DC: so ist ABCD das verlangte Viereck, 
dessen Seiten, Diagonalen, Abschnitte der Diagonalen, Radius des umschrie- 
benen Kreises und Inhalt rational sind. Nimmt man für die Seiten der zum 
Grunde gelegten drei pytbagoraischen Dreiecke folgende: Erstlich, 2 ah, d — 6% 
fl^-f.*-; Xweitetu, 2cd, c'—d^ c^-f rf'; Drittens, 2€f, e'—p, e'^p, so 
erhält man leicht folgende Ausdrflcke fflr die vier Seiten des Vierecks: 
AB ^ (,i= + 6^-x^H-r)^rf> 

CD = iä'i^b'Kenc'-d')-cd{e^-r)^, 

DA = (cH^')(«/'(«' — *')— tf*(«'— D)- 
Diese Ausdrücke geben, wie sich später zeigen wird, ganz allgemein alle dem 
Kreise einscbreibbaren Vierecke mit rationalen Seiten, Diagonalen und InhalL 
Bruhmegupta isL bis zu dieser vollständigen Auflösung der von ihm behan- 
delten Aufgabe nicht vorgedrungen^ obgleich sie, wie wir sahen, durch die- 
selben einfachen Mittel als jene beschränkteren möglich war. 

Die hier gegebene vollständige Darlegung der sechs Sätze des Brah^ 
megupta widerstreitet in einem Hauptpuncte der Ansicht, welche CAmfe» über 
dieselben und Aber den ganzen Abschnitt, welchem sie angehören, aufgestellt 
hat. Chastes sieht nämlich die vorhergehenden zwölf JSälze 21. bis 32. .als 
Vorarbeiten an, welche hauptsächlich nur daza dienen sollen^ diese sechs arith- 
raeliscben Sätze, und namentlich den letzten derselben ^ vorzubereiten, und er 
meint, dafe alle diese vorhergehenden Sätze bei der Lösung der Aufgabe über 
das Viereck mit rationalen Stöcken ihre Anwendung finden ^ so dafs keiner 
deraelben dieser Aufgabe fremd, oder fOr sie öberflössjg sei; welches, wie wir 
zeugten, nicht der Fall ist. Eine genaue Entwickelmig der fibrigen rein geo* 
metrischen Sätze dieses Abschnitts wfirde uns zu weil von unserem Ziele 
entfernen: dieselbe würde die zu hohen Erwartungen^ welche Chasie^ vo.n 
verloren gegangenen geometrischen Methoden der Inder hegt, gar. sehr herab- 
stimmen, und einen neuen Beleg für die Behauptung von CoU^roQ^e liefern, 
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dafe sich die Geometrie der Inder In der damaligen Zeit nnr auf einer sehr 
oicdem Stufe der Ausbildung befunden habe, wfihrend die arithmeiiscben Kennt- 
Bispe derselben viel bedeutender waren. Die geometrische Methode der Inder 
zur Zeil BrakmegupUis scheint nmilich nach den vorliegenden Proben haupt- 
sSchlich nur in einer sehr unwissenschafllichen Art von Induction bestanden zu 
haben, durch welche sie ihre Sfltze fanden, die ihnen sodann als Regeln galten 
und eines Beweises nicht mehr bedfirftig schienen. Sie bildeten sich ihre 
Figuren, namentlich Dreiecke und Vierecke, so, dafs die einzelnen Stücke der- 
selben durch Zahlen , und zwar immer wo möglich durch rationale oder ganze 
Zahlen ausgedrückt wurden; aus diesen Zahlen bauptsSchlich abstrahirten sie 
ihre allgemeinen Regeln für die Berechnung der Stücke; und wenn dieselben 
in mehreren vorliegenden Fällen galten, so schrieben sie ihnen ohne Beden- 
ken allgemeine Gültigkeit zu. Hieraus glaube ich, ist es zu erklaren, dafs 
Bruhmegupta viele, nur unter besondern Bedingungen geltende Sätze so giebt, 
als wären sie allgemein gültig. Dafs namentlieh viele der Sätze über das 
Viereck nur unter der Bedingung gelten, dafs die Diagonalen auf einander 
senkrecht stehen, hat seinen Grund wohl darin, dafs Brahmegupla hauptsäch- 
lich nur Vierecke dieser Art zu bilden verstand, und dafs er deshalb haupt- 
sächlich nur von solchen seine Regeln abstrahirte. Diese weggelassenen noth- 
wendigen Bedingungen, welche, wie Chasles annimmt, immer hinzugedacht, 
wenn gleich nicht ausgesprochen wurden, sind nach meiner Ansicht, wenig- 
stens grofsentheils, aus wirklicher Unkenntnifs weggelassen; wofür sich als 
änfserer Beweisgrund auch die Ansicht des indischen Mathematikers BAascara 
anführen lafst, welcher fast sechs hundert Jahre nach Brahmegupta lebte 
und, wenn auch kein grofser Geist, doch ein Kenner der altem Mathematiker 
seines Vaterlandes war; dieser iadelX BraAmegupta gerade wegen jener Ver- 
nachlässigungen , welche das Viereck belrciren, indem er sagt: „Tet though in- 
determinate diagonals have been songht as determinate by Brahmegupta and 
olhers,** und nennt an einer andern Stelle Den, welcher dieses Ihut, einen 
dummen Teufel (blundering devil). 



Wir wollen nun unsere eigene Auflösung der allgemeineren Aufgabe 
entwickeln: Vierecke zu finden, deren Seiten und Diagonalen rational sind; 
indem wir zunächst beweisen, dafs in jedem solchen Vierecke auch die Ab- 
schnitte rational sein müssen, in welche die beiden Diagonalen sich gegenseitig 



8 '• Kummer, Vierecke tmi raiionulen Seilen und Diagonalen. 

Iheilen. Ist ABCD (Fig. 5.) das Viereck, dessen Seiten AB, BC, CD, DA, 
so wie die beiden Diagonalen AC, BD rational sind, und man nennt die 
Winkel BAC = u, DAC=^Vj AEB = w, so sind die drei Cosinus cos ic, 
cosr und cosCu-f <?) rationale Zahlen; denn diese drei Winkel ti, v, ir-ft' 
sind Winkel in Dreiecken, deren drei Seiten rational sind, und der Cosinus 
des Winkels eines Dreiecks ist eine rationale Function der drei Seiten des- 
selben. Hieraus folgt nun nach der Formel cos(tf -{'<')= cosucosv — sintfsint>^ 
dafs das Product sinn sin r rational ist. Da femer sinr^^=l — cosi?^ rational 

ist, so folgt durch Division mit sino^, dafs auch -: — rational isL Nun ge- 
ben die Dreiecke AEB und AED die Gleichungen: BEsinw =^ AJSsmu 
und DEsinw=^ DAsinv, also 7re=="7n~=~:5 woraus folgt, dafs jm ratio- 

nal sein mufs. Addirt man zu diesem Quotienten Eins, so ist auch — ^^ — 

BD 

rational, d. h. ^^ rational, und, weil auch die Diagonal BD rational ist, so 

folgt, dafs DE rational ist; also auch BE. Derselbe Beweis gilt eben so fOr 
die beiden Abschnitte AB und CE der andern Diagonal AE. Wir erhalten 
daher folgenden 

Lehrsatz. In jed£m Vierecke, weiches rationale Seiten und 
Diagonalen hat^ sind avch die vier Abschnitte rational, in welche 
die Diagonalen sich gegens^Jtig theilen. 

Das gesuchte Viereck ist also immer aus vier Dreiecken mit rationalen 
Seilen zusammengesetzt, in deren jedem ein Winkel, als Winkel, den die 
beiden Diagonalen bilden, bestimmt ist. Deshalb lösen wir denn jetzt die 
einfachere Aufgabe: Dreiecke mit rationalen Seilen zu bilden, welche einen 
gegebenen Winkel w haben. Dieser Winkel w ist, damit die Aufgabe Ober- 
haupt lösbar sei, stets so anzunehmen, dafs der Cosinus desselben eine ratio- 
nale Zahl ist. Es sei demnach in dem Dreiecke AEB (Fig. 5.) costo = — , 
AE=a, BE = ß und AB = a, so ist 

1. a' = a'^ß'-^aß. 

Nimmt man an, dafs die drei Seiten ce, ß und a ganze Zahlen sein 
sollen, olme cinon, allen dreien gemoinschafUichen Factor (welches eben so 

allgemein ist, als die Annahme rationaler Zahlen) und dafs der Bruch — in 
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den kleioslen Zahlen «osgedrflekt ist,, so mnft 2a ß durch n theilbar sein, 
and es sind nun die beiden FiUe sn nntencheiden, wo n ungerade nnd wo 
n gerade ist Man untersoche innächst den ersten dieser FflUe: n ungerade. 
Für diesen ist a^ß dnrch n theilbar; a und ß müssen idso Jedes irgend einen 
der zwei Facloren des n enthalten« Setzt man demnach n=^r*e^ so ist 
a=^r'^a!p ß=ie*ß^ zn setzen, und folglich 

a* und ß^ haben nun keinen gemeinschaftlichen Factor, weil sonst a, ß, vaxd 
auch a, denselben haben mflfsten; gegen die Voraussetzung! also ist auch we- 
nigstens eine der Zahlen a' und ß* ungerade, %. B. ß\ Wird mit r^ multi- 
plicirt, so kann man der Gleichung (2.) auch folgende Form geben: 

3. r"^ = (r*«t'— m/90' + (»*~«»*)/*^ 
oder auch die Form: 

4. (ra^r'a'—mß')^ra-r'a'^mß'y = (n^—m')ß'\ 
Diebeiden Factoren ra-f^«'—^/*' ™* ra—r^a''\-mß' haben nun keinen 
gemeinschaftlichen Primfactor mit ß\ weil sonst auch ihre Summe and ihre 
Differenz, nämlich 2ra und 2{f^a^—mß')^ also auch t^a^ und folg^ch auch o^ 
oder t»f denselben Primfactor haben mflftten. ZerfUlet man daher i^— m' In 
irgend zwei Factoren p und q, so dafii n^-^m^^es^pq tat, go mofii 

ira-Y^^^^ß^ ^^ py^9 
ra^r'a'^mß' t» 9«* und 
ßf ^yz 
sdn. Aus diesen drei Gleichungen folgt 

.. ?^ = a:+a«_^, 

nnd da et = ra\ ß = $ß\ r»^n, also 2~- == ^ i»t: 

Seist maii mm ^ = nf, wo { eine betfebige rattonale (gebrochene) Zahl 
bedeotet, so wird^=^"*= ** "V* , abo, wenn endiloh noch — «=c ge- 



setxt wird, 



^ = f 4.2c-.<i:^ oder 



crau«Vi j0«fMai;d.]i.Ba«xxxyo. H«fti« 2 
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Diese Gleichung (7.) ist nicht allein nothwendig, sondern aoch hinreichend 
fflr die Construction des verlangten Dreiecks; denn vermöge derselben ist 

Wir haben jetzt eigentlich noch den sweiten Fall, wo n gerade ist, 
eben so zu behandeln : da er aber nach derselben Methode genan zn denselben 
Resnitaten (7. and 8.) fflhrt, so wollen wir ihn nicht besonders herschreiben* 
Der Satz, welchen wir erlangt haben, ist folgender: 

L ehr s atz. Wenn in einem Dreiecke, dessen Seiten rational sein 
sollen, ein Winkel so gegeben ist, dafs der Cosinus desselben ratio^ 
nal und gleicA c ist, so mufs das Verhältnifs der beiden, den Winkel 

einschliefsenden Seilen sich durch den Ausdruck ofc~ darstellen 

lassen, in welchem S irgend eine rationale Zahl bedeutet; und umge^ 
kehrt: wenn das Verhältnifs dieser beiden rationalen Seilen sich in 
dieser Form darstellen läfst, so ist auch die dritte Seite rational. 
Um diesen Satz auf das Viereck anzuwenden, bezeichne man die Theile, 
in welche tlie Diagonalen sich gegenseitig theilen^ und welche, wie oben ge- 
zeigt, rational sein mtssen, durch a, ß, y, ü, so dafs (in Fig. 5.) AB=a, 
BE = ß, CE = y, DE=id ist, und construire das Viereidc mit diesen ^Am 
Stocken und dem Winkel, den die beiden Diagonalen bilden und dessen 
Cosinus rational und gleich c ist. Da es femer nur auf die Verhältnisse dieser 
vier Abschnitte der Diagonalen ankommt, nicht auf die absoluten Längen, so 
kann man eine dieser Gröfsen willkürlich annehmen, oder auch, am einfachsten, 
sie der Einheit gleich setzen. Wird demnach /9=1 gesetzt, so erhält man 
dafür, dafe aufser den Stocken a, ß, y, i auch die vier Seiten des Vierecks 
ABCD rational werden, folgende nothwendige und hinreichende Bedingoogan: 

\a 2jf ^ y 2y ' 

Da die ^rei Grölsen a, y, d diesen vier Gleichungen genflgen mflssen, 
so folgt, dafs die fünf rationalen Zahlen ^, ri, x, y und c nicht ganz beliebig 
^ind, son4ern folgender, aus der Elimination des a, y und 9 hervorgehenden 
Gleichung genflgen mflssen: 
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UmgiBkebrt g^ebt aber auch jede rationale Bestimmungf dieser fOnf Grö- 
ßen ^ welche der Gleichmig (10.) genflgt, und von welchen Gröfsen c, als 
Cosinus eines realen Winkels, kleiner als Eins sein mufs, eine passende Be- 
stimmung der drei Gröfsen a, y, S, fflr welche auch die Seiten des Vierecks 
rational werden: denn wenn noch der Eflrse wegen 1 — c^ durch 1^ bezeichnet 
wird, so dafs Ar den Sinus des Winkels der beiden Diagonalen bezeichnet, der 
zwar nicht nothwendig eelbet, aber dessen Quadrat stets rational ist, so erhält 
man nach der Gleichung (8.) folgende Ausdrücke der vier Seiten: 

SAB = ^*"^** BC = ^*'^** 

Die vollständige Auflösung der Aufgabe, alle die Vierecke zu finden^ deren 
vier Seiten und beide Diagonalen rational sind, liegt demnach allein in der Auf- 
lösung der Gleichung (10.) durch rationale Zahlen. Will man aufserdem die 
zweite Bedingung hinzufügen, dafs auch der Inhalt des Vierecks rational sein 
soll, so macht dies keine besondem Schwierigkeiten; denn dieser Inhalt hat, 
aus den Inhalten der vier Dreiecke zusammengesetzt, folgenden Ausdruck: 
\{aß'\'ßy']'yi'\'Sa)sinwi die einzige nothwendige und hinreichende Be- 
dingung, damit auch dieser rational werde, ist also nur die, dafs aufser cost/^ = r 
auch noch sintr = Ar rational sei; und diese Bedingung wird auf die allge- 

meinste Art dadurch befriedigt, dafs man dem c die Form c= ^ . . giebt; 

2r 
wodurch k^j^Ti ^^^d* ^^° ^^^ ^^^ Gröfsen, welche die Gleichung (10.) 

enthält, betrachte man nun die drei S, tj und c als willkOrlich anzunehmende 
rationale Zahlen, und nur x und y als die beiden Unbekannten, welche, wenn 
jene gegeben sind, allemal so bestimmt werden sollen, dafs sie rational sind 
und der Gleichung (10.) genOgen. Diese Gleichung ist in Beziehung auf jede 
der Unbekannten vom zweiten Grade und kann, wenn fflr die Ausdrflcke 

2V"" ^^^ 2 ^ ^^' Kürze wegen die Zeichen « und y beibehalten 
werden, folgendermaafsen dargestellt werden: 

oder, nach den Unbekannten geordnet, durch: 

13 Jy^y^ — («^* — 2c(a4-y)^— «A?)y— Ar^yj? = und 



\: 



2» 
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höael man diese Gleicfauiig In Betiebong nnf y tof, so erhält man: 

Die ganze Aufgabe redaolrt sich also Jetst darauf, die rationalen Werthe von 
X zn finden, fflr welche auch die Wurzel 

rational wird. Diese Aufgabe ist beluinntlidi schon Ton EuUr mehrmals be- 
handelt worden; und awar auletst \ü einer Abhandlung Tom Jahre 1780, welche 
erst im Jahre 1830 in dem elften Bande der ^Hömoires de TAcadömie de St. 
Petersbourg^* erschienen ist. Auch hat Joeo^t in der Abhandlung ^^De usu theo* 
riae integrWnm ellipticorum et Abeli^orum in analysi Diophantea,** im drei- 
sehnten Bande dieses Journals S. 353, die Aufgabe mit Hfilfe der elliptischen 
Functionen gelöset, und dabei bemeriit, dab diese Methode mit der jßiil^rschen 
im Wesentlichen flbereinstimmt. Es mufs, damit nach den genannten Methoden 
die Lösung der Aufgabe Oberhaupt gelinge, immer eine bestimmte Anzahl, und 
wenigstens eine der Fundamental-Anflösungen bel^annt sein; aus welchen dann 
eine unendliche Anzahl neuer hergeleitet wird: die Fundamental- Auflösungen 
aber direct zu finden und durch die aus ihnen herzuleitenden afle möglichen 
Auflösungen zu erschöpfen, ist ein noch ungelösetes Problem, welches bedeu- 
tenden Schwierigl^eiten unterworfen zu sein scheinL Wir mflssen darum hier 
darauf verzichten, die vollkommen allgemeinen Ausdrflcke fflr die Stocke des 
Vierecks mit rationalen Seiten und Diagonalen in entwickelter Form, d. k* so 
darzustellen, dafs die nöthige BedingnogsgleichuDg (10.) von selbst erfflllt wird, 
sind indessen durch die jEtfl^r^scbe Methode in den Stand gesetzt, eine unend- 
liche Anzahl solcher Ausdrücke zu liefern, welche sehr allgemein sind, da sie 
die drei willkarlichen rationalen Zahlen S, tj und e enthalten; denn jeder 
rationale Werth von or, welcher die obige WurzelgrOfse rational macht, giebt 
eine solche Formel. 

Die einfachsten rationalen Werthe von dr, welche der Gleichung (10.) 
so geuQgen, dafs auch y rational wird, und welche sich von selbst darbieten 
und also hier ab Fundamental -Auflösungen benutzt werden sollen, sind ^=0, 
^c=: 1 -{- ^ und 07 = 17. Diesen entsprechen nfimlich die Werthe y = 0, y ^= 1 — c 
und y = §^ Der erste dieser Werthe x = und y = giebt für sich kein 
wirkliches Viereck, sondern nur ein solches, dessen eine Winkelspitze im Un- 
endlichen liegt Ebenso giebt x = !-{-€, y=zi^e nur ein Viereck, von 
welchem zwei Winkelspitzen ineinanderfallen: welches also ein Dreieck ist. 
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Der Werlh x^^ti, y'=^S aber glebt ein mrklichee Visreck, mid xwar das 
dem Kreise rfngesohriebene. Fflr diese Werthe x=^fi and y^=S erhAlt man 
nämlich aus (9. und 11.) folgende AnsdrOcke: 

nnd 

111«=-^, 1#C — -g-— , 



*^^ 4115 ' "^ "—TU 

Diese Formeln enthalten auch den allgemeinsten Ansdniclc aller einem 
Kreise einsnschreibenden Vierecke mit rationalen Seiten nnd Diagonalen; denn da 
diese der Bedingung ay=ßd genflgen mflssen, so folgt, dafs kein anderer 
Werth von ^ möglich ist. Soll aufser den Seiten und Diagonalen auch noch 
der Inhalt rational werden , so Ist es, wie oben gezeigt, hinreichend, und noth- 

wendig, das c eine rationale Zahl von der Form -ttt ^^^^ wodurch auch Ar 

rational wird. Fflr einen solchen Werth von c sind auch die hier gegebenen 
Formeln fflr das dem Kreise einzuschreibende Viereck, wie sich leicht erkennen 
Übt, wesentlich Identisch mit den Formeln, welche wir oben durch blofse 
Zusammensetzung rechtwinkliger pythagorflischer Dreiecke nach der Methode 
Brahmeffupta^e fanden. 

Als numerische Beispiele zu diesen Formeln fflr das dem Kreise ein- 
zuschreibende Viereck wollen wir Cs=^ setzen, also tr = 60^; ferner f = 3, 
i}s=3s dann Ist o=f, ß^i^ y^i^ y = ii^ ^^^^ ^^ ganzen Zahlen: 
a^2i^ /9 = 64, 7^t=56, c^er21; die Seiten sind AB = b6^ IIC=104, 
CZI:=49, DA = 39 und die Diagonalen JC8= 80, BD=^8b. Ein anderes 
Beispiel, auch mit rationalem Inhalt^ ist css|., fss^^ ^=^i; hiemach wer- 
den die Abschnitte der Diagonalen = -^, /?=1, ^^s^, ^=:^^, oder 
in ganzen Zahlen: a = 60, ^=225, / = 105, d=^2S\ femer die Seiten 
^i3c=:195, i?C==300, C/l=91, DA^SOnnA die Diagonalen JC= 165, 
BZ) = 253 und der Inhalt gleich 16698. 

Die jEtil^rsche Methode, deren wir uns jetzt bedienen wollen, um 
aus den drei bekannten Werthen von x andere abzuleiten, die ebenfalls die 
obige Wurzel rational machen und also rationale VlTerthe des y geben , beruht 
hauptsfichlich darauf, dals der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, welcher 
nach X vom vierten Grade ist, auf die Form P^^QR gebracht wird, wo 
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P, nndJR rationale ganse Functionen Tom zweiten Grade sind, mit ratio- 
nalen Codfficienten. Aas diesen wird sodann die qoadratische Gleichung 

17, Qx'^2Pz — R = 

gebildet, welche auch nach x quadratisch ist und also ebenfalls auf die Form 

18. Sx'-{'2Tx—U = 

sich bringen läfst. Wenn nun für irgend einen Werth Ton x die gegebene 
Wurzel, welche durch Y(P^+OÄ) dargestellt ist, rational vnrd, so wird 
auch z rational; und zwar erhält es zwei rationale Werthe. Setzt man einen 
derselben in die Gleichung (18.) in S, T und U, so giebt dieselbe zwei ra-* 
tionale Werthe von x^ deren einer der ursprflnglich bekannte, der andere 
neu ist, und welcher ebenfalls die Wurzel '^{P^'\-QR) rational macht, weil 
er einen rationalen Werth von z giebt. Legt man nun eben so diesen neuen 
Werth von x zum Grunde, so findet man auf gleiche Weise wieder einen neuen 
Werth dazu ; und so kann man bis in^s Unendliche fortfahren, wenn sich nicht 
etwa ein Werth, der schon einmal da war, wiederholt; in welchem Fall man 
nur eine endliche Periode von verschiedenen Werthen erhält. 

Die erste fflr diese Methode nöthige Operation, nämlich eine qua- 
dratische Gleichung zu finden, deren Wurzel z sich durch die rational zu 
machende Wurzelgröfse ausdrücken läfst, und welche auch in Beziehung auf x 
selbst vom zweiten Grade ist, wurde in unserem Falle auf eine Weise schon 
ausgeführt; denn die Gleichung (10.), welche, einerseits nach y, andrerseits 
nach X geordnet, die Formen (13.) annimmt, ist eine Gleichung dieser Art. 
Grade diese aber leistet nur sehr wenig, denn sie giebt, wie leicht zu sehen, 
niemals eine unendliche Reihe von Werthen des x, sondern immer nur eine 
Periode von zweien. Ist nämlich x irgend ein genOgender Werth, welch« 

auch y rational machte so ergiebt sich als zweiter Werth nur , und dieser 

fahrt wieder auf den Werth von x zurQck. Der Werth giebt aber nie- 

mals ein anderes Viereck als x selbst, weil der Ausdruck von J derselbe 

bleibt, wenn man or in verwandelt. Eben so bleibt auch a ungeändert, 

k* k* 

wenn | in — y^ und y, wenn iy in — — verwandelt wird; welche Bemer- 
kung zu beachten nöthig ist, um verschiedene Werthe von x als Werthe sn 
erkennen, die keine wesentlich verschiedenen Formeln fflr Vierecke mit ra- 
tionalen Seiten und Diagonalen geben. 
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Obschon nun die Gleichungen (13.) selbst, nicht eine unendliche Reihe 
rationaler Werthe des x geben, fOr welche auch y rational wfire, so reicht 
doch eine leichte Änderung hin, sie dazu passend tu machen. Setzt man 
nflmlich a7y = e^ so erhalt man: 

19. y«' — (ax^ — 2i?(a + y)a? — «**)« — **y^ == 0, 
oder, nach Potenzen von x geordnet: 

20. {az'\-k'y)x'^2ciaj'y)zx — z(yz'\'k'z) = 0. 

Sind nun z und z' die beiden Wurzebi der einen, x und x' die beiden Wur- 
zeln der andern Gleichung, so ist bekanntlich 

21. zz=.-k^x^, ^j^^^ aa:*-2c(«^r)'-k*a ^ 

Gehen wir jetzt. von dem bekannten Werthe von x aus, so finden sich fflr 

diesen von z die beiden Werthe « = und «= , Der erstere ^»=0 

^ *«« 

ist zu verwerfen, weil er nur ar = zurflckgiebt; die beiden Werthe «=i: — — 

und ar = aber geben nach der Gleichung (22.): 

23. x' = -^^; 

welches ein n^ti^ Werth des x ist, Aet z, und daher auch y, rational macht. 
Vermittelst einer der Gleichungen (21.) findet man femer fflr den zweiten 
Wwth von z, welcher zu diesem Werthe x' gehört: 

* - {ir=^' 

und hierans wieder veriniUelst einer der beiden Gleichungen (22.) fOr den 
«weiten Werth Ton x, welclier zu diesem Wertlie yon » geliört: 
24 :r" — 2c«(4cV+y («-y)«) 

Zu diesem gehört wieder, als neuer Werth von z, folgender: 

welcher wieder folgenden neuen Werth des ar ^ebt: 

OH ^f — . 4cya(«-y)(4cV*+*'(«~y)')(2c«(«'-fy')+**(«-y)*) . 
*"• "^ "~ (4c»a*-f*'(a— y)»)(4e*ay + *'(«-y)')(4c*oy— *»(o— y)»)' 

und 80 kann man mit Leichtigkeit die Reihe der Werthe yon x, welche je- 
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doch immer complicirter werden, weiter fortselzen. Die zn ihnen geliOrigen 

Werliie Ton y erbfilt man ohne alle Rechnnng durch Vertanschung der Bndi- 

Stäben, weil die Gleichung (10.) oder (IS.) nngefindert bleibt, wenn man 

f mit 17^ c mit —c und x mit y yertauscht, Wodurch auch a und / vertauacht 

werden. Wir erhalten so die erste Reibe allgemeiner Formeln fflr Vierecke mit 

rationalen Seiten und Diagonalen; was sich folgendermaafsen ausdraeken läfst: 

fVenn man in dem Vierecke ABCD dmi Winkel der DiagonaUn 

so bestimmfp dafe dessen Cosinus eine rationale Zahl ^ ist, und die 

vier Abschnitte a, ß, y, d, in welche die Diagonalen sich gegsnsnHg 

theilen, so annimmt, dafs 

istf wo S und tj beUebige raäonah ZaAlen und, x aber irgend Mten 
der Wertke 
, 2c«r 

v— ag«(4cV+y(«-y)*) 

* — (•-y)(4c'«'+*'(«~y)»)' 

V"— 4cy«(«-y)(4cV.t.*'(«-y)«)(2c'(«'+/)+y(«-y)') 

* — (4c»o»+*>— y/)(4e''«y+*'(o— }')'')(4c*ay— *'(a— /)») 

ete. etc. 

erhüU: eo eind, aufter den beiden Diagonalen, auch alle vier Seiten 
den Vierecke rational. Die Auedrücke für die vier Seiten eind: 

wo y, dem jedeentaligen Wertke dee x enteprechend, «hm» der fol- 
genden Werthe hat: 

y = — '-1 

v" — 2ey(4c'a«+y(«~r)«) 

y — (a_y)(4«V+*«(«-y)«) ' 

^« 4c*V(«-y)(4o'a«+y(«~y)*>(2««(««4.y»)+t«(a-.y)') 

^ ~ (4eV'+*'(«--y)*)(*«*ay+*»(a--y)»)(4e»«y— *•(«—/)») 
etc. etc. 
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Als Zahleiibeispiel Bei c=^\^ also mps60^\ ^''^'i^ 17=3. Dann 
ist. a = l, /? = 1, y=i^; ferner j?'==^8, also <T==|'4, oder in ganzen 
Zahlen, « = 64, /S=64, y = 56, cy = 221; ferner ^Ä = 64, BC=104, 
CD = 199, Zli4=259 nnd die Diagonalen sind: i4C=120, 0/1 = 285. 
Ein anderes Bebpiel S9i ^ = i) S*=l, i? = 3; wasa=|g, /:fr=l, y = j^, 
also x'=||^ nnd J=4|^i giebt, oder in ganzeö Zahlen : « = 1680, /3= 1500, 
^s=960, c^=1711; femer sind die Seiten .411 = 1020, i?C=2340, 
C/)=1105 J)-4 = 8217, die Diagonalen ^C=2640, ß/> = 3211, und 
der Inhalt ist gleich 3648112. 

Sucht man weiter eine neue Reihe von passenden Werthen von x, so 
bietet sich zunftcbst derWerth :r=l-f-^ als Fundamental werth dar, yon wel- 
chem sich ansgehen Ififst. Es findet sich ans demselben vermittels der Gleichungen 
(19. nnd 20.) wirklich eine neue Reibe Werthe von x, und aus diesen eine 
Reihe allgemeiner Formeln fOr die Vierecke. Die durcfi dieselben ausgedrückten 
Vierecke aber lassen sieh alle aus den so eben gefundenen ableiten , wenn man 

blofs überall — ^ statt d setzt. Dals diese Verwandlung an jedem Vierecke, 

dessen Seiten und Diagonalen rational sind , ausgeführt werden könne, ohne dals 
Seiten nnd Diagonalen aufbörteni rational zu sein, ist leicht zu zeigen. Be* 
schreibt man namKch um das Dreieck CDA (Fig. 6.) einen Kreis, welcher 
BD in D^ trifft, so ist ABCD ebenfalls ein Viereck mit ralionalen Seiten 

und Diagonalen, und es ist ED*=^ —^. Da sich die Verwandlung auf alle 

vier Abschnitte dar Diagonalen anwenden ISfst, so erhfilt man aus einem Vier- 
ecke mit ralionalen Seiten und Diagonalen noch vier andere; und dazu noch 
zwei, wenn man die Verwandlung an zwei gegenüberliegenden Winkelspitaen 
ausführt. Alle übrigen Vierecke, welche durch wiederholte Verwandlungen 
dieser Art entstehen^ sind d^n sechs bezeichneten ähnlich und geben also 
nichts Neues. 

Eine doppelt -unendliche Reibe wirklich brauchbarer Werthe von x 
gebt aus x=^fi hervor. Dieser Werth von r giebt nach (19.) für z die 

beiden Werthe c=:e;;j nnd 9=^- 1^. Vermittels einer der Gleichungen (22.) 

erhfilt man hieraus folgende zwei Werthe von x: 

Jeder dieser Werihe zieht eine unendliche Reihe anderer nach sich, welche 

CreUea Jovrnil f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 1. 3 



18 '• Kitmmer, VtertiJce mit rutianaUn Seiten and Diagonalen. 

wir hier nicht weiter aoffllfaren wollen. Da ferner aodi von ilieett beiden 

Wertben der eine aus dem andern entsteht, wenn ^ statt 17 fesetst wird^ 

so geben beide keine wesendicb von einander veMchiedenen Formela filr 
Vierecke mit rationalen Stücken. Man kann also aach einen dieser Werthe 
nnbeacbtet lassen. Der erste giebt nach Gieichnng (9.): 

Setzt man aber — ^ statt d, welches, wie gezeigt wurde, gestattet ist, A er^ 
halt man von d den einfacheren Werlh 



d 






Hlerans ergebt ndi folgender Sats: 

Wenn in dem Vierecke ABCD dar Winkel dar DimgonaUn $o an- 
genommen wird, dafe dar Caeinua c daeeelben rational iat, und man 
den vierÄbeehniUenp in welche die Diagonalen eiek g^aneeMg Ihmlan, 
die Werthe: 






pUMt wo I und ti Mtebißt rationals Zahlen dnd, «o werden m^lker 
den Diugpnalen auek die Seiten dee Vierecke rationat tiad e» istt 

CD — »?*(l'>--goHV)*+**(|g+ge.?4-*')* 

DA = i!(l^±2£5+*!)l±^(|2z:M±*!)' 

j«iU9+(i+*)')(l'»+(i-c)*) — 

Zn einem Zahlenbeispiel sei css^, w=iG(f*, f=:|, ij = 3, Oiegi 
giebt nach Wegschaffang der Brflche, os=:456, /9=456, ^'=399, ^s440; 
femer AB = A56, BC ^74i, CD =42i, DA = 776, und fUr die Dla^ 
gonalen JC==855, BD = S96. Ein zweites Beispiel c a=-|, ("»l« ?»? 
giebt, nach Wegschaffang der Erflehe, 0^=4522, /?=484ö, ;' =: 3261, 
<y=3900, JII=4199,ÄC=6460, Cll=3121, i»id=s7538, 4C=6783, 
AD = 8745 und den Inhalt gleich 33726934. 
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Von den unendlich vielen ihnlichen allgemeinen Satsen woUmi wir 
jetst nur noch einen entwickeln, nnd swar rfnen solchen, der auch auf den 
Fall anwendbar ist, wo c=0, d. h. wo die Diagonalen auf einander senk- 
recht stehen; denn die bisher aufgesteDten allgemeinen Saiie fttr die unregel- 
mlfsigen, dem Kreise nicht einschreibbaren Vierecke sind grade fflr diesen 
Fall nichtssagend. 

Setst man in der Fundamentalgleichung (13*) y s=z —{ti—x)z-\' S^ 
so eiAfllt man folgende yerwandelte Gleichung: 

welche, nachPotensen Ton x geordnet, auch wie folgt dargestellt werden kann: 
32. aar(l-fa)x'— [yf + 3(^y+i?« + i?y)ar— a«^a? — — (yf4-ai7«)=0. 
Nimmt man nun x=sfi an, so erhalt man fflr z den Werth 

Zu diesem giebt die quadratische Gleichung (32.) von x, aufser dem Werthe ri, 
noch den Werth: 

Mit Übergehung der unendlichen Reihe neuer Werthe, welche wieder 
ans diesem folgen, erhalten wir hieraus folgende neue, allgemeine Regel: 
Wenn num die vier AbecAniUe a, ß, y, d der Dia0onalen einee Vier- 
ecke und den Winkel dereetten w eo beetimmt, dafe 

o4. cosii'ssrc^ a = ^1 , /y=i, y g- , 

i^tf S, ri ^nd e aber beliebige rationale Zahlen eind, eo sind in Jßeeem 
Viereck, aufser den beiden Diagonalen^ auch die vier Seiten ratio^ 
nalf und zwar eind eie: 

3* 
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WO 

y — ((i;-cr-i)({-,,)(i*+*«) • 

Als Zahlenbeispiel sei u?r=60^, ^ = i) l^=-*i9 i}«=3. Dies glebt^ 
nach Anfhebnng der Brüche, a = 240, ß = 128, y=112, a==:57, JJ9na08, 
ÄC=208, CII = 97, jDi4 = 273, i4C=352 und B/>=rt85- 

Ffir den besondern Fall, wd di« Diagonalen anf einander senkrecht 
stehen, also ^===0 und A:=l ist, Ififst sich der Salz wie folgt ausdrQcken: 
tVenn in einem Vierecke, dessen beide Diagonalen auf einander 
senkrecht sielten, die vier Abschnitte der Diagonalen die Werthe 

r-1 o^4 .. 17^-i 



a 



ß=i, y = 



haben, wo § und ij heUttnge rationah ZakUn «inä, «o nnd auch 
die Säten dee Viereeke rational; und zwar eind ihre Auedrüeke: 

AB = -j^, Bt - ^^, 

*^^ öi,(i4.5)(,«+i) ^ 

^^ - —smTmW) — 

Ais Zahletibeispiel für diesen Fall, vfQw==9(]f ist, sei ^= 2, 17 = ^; 
dann ist a = | , /? = 1 , ^^ = ^^ , (f= ^VsV t oder in ganzen Zahlen : a = 4680, 
/? = 6240, y = 2600, <r = 2079, ^4fi = 7800, ÄC=6760, Cl> = 3329, 
i>il = 5121, >1C=7280, BD = 8319 und der Inhalt =30281160. 

Breslau im December 1846. 



fintwieklnng der in elliptisehen Coordinaten ausge- 
drackten reciproken EAtfenrang zweier Puncte in 
Reihen, welche nach den Laplace^scben T'"' fort- 
schreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Restim-* 
mung des magnetischen Zustandes eines Rotations« 
Rllipsoids, welcher durch vertheilende Krftfte 

erregt ist. 

(Von Herrn J* ffeumamn, Prof. der Mineralogie ilnd Physik in Königsberg.) 



Herr Dr. Hwu bat ia diesem Joarnal Bd. 26. 6. 185 die Differentialgleiehaiig, 
welche aus 

entsteht, weno darin statt der rechtwinkligen Coordinaten or, y, z die ellqitisdien 

X = rnn&eosif, y = rsin^siny, z = /(r*-— A*)eos* 

gesetzt werden, dnreh eine Reihe integriren golebrl, welche naeh den Loplaes' 
sdien F^') (KufelfUneÜonen) fortschreitet. DersdUie hat gezeigt, daA diese 
Reihen-Entwiekliing des Integrals von Uem ^Ustlndigen Integral der Gleichung 

abhängt. Dies ist dieselbe Differentialgleichung, ans deren einem perticaUlren 
Integral die KngelfiinGtion F^"^ susammengesetzl ist. Ich werde dieses par- 
ticnlire Integral durch P„.«(a) bezeichnen. Es ist 

2. p^M ^ (x-d^r^^. 

worin Pnjs^ifl) eine ganse rationale Function Ton der uten Ordnung Ist, welche 
der Gldchvng 



82 2. Naumann, über die MaffneHilrwiig dms RotatU^M^NlipHSd». 
genügt und den Werth hat: 

Das »weile parüculäre Integral von der Gleichung in (1.) h^l Heine 
durch Reihen dargestelU, die nach den fallenden Potenzen, entweder von a,.oie^ 
y(l_(r») fortschreiten; mit der Bemerkung, daß diese Hethen sich In dem 
besondem Falle, wo m = und » = i«, auf einen geacUossenen logfciWi* 
mischen oder trigonometrischen Autidrtiek zurOckfOhren laaseo* Ich werde nel-r 
gen , dafs das zweite parlieulAre Integral von (10 sich immer durch einen 
geschlossenen logarithmischen oder trigonometrischen Ausdruck darstellen Ifibt 
Ich bezeichne dasselbe durch Oi..«(ct), so dafs, wenn^ und B zwei willkOrlicfaef 
von a unabhfngige Gröfsen bezeichnen, das vollständige Integral von (1.) 

ist, und bebaaple, dafs 

5. (?_(a) = (l-a')»-i^^> 

ist, worin Qn.o(o) das zweite particulfire Integral von der Gleichung C^O ^^^ 
(deren erstes durch P^^io) ausgedrückt wurde) und den Werth hat: 

6. 0.AO) - /"b^^- 
Setit man aus (is.) den Werth you Qkjii^ ^ (5.)i «o eAül nao 

Ich werde nachweisen, dafa, wenn man diesen Werth von Q^mW statt j9 
in (1.) setzt, dieser Gleichung genagt wird. Man erhilt nach einigen kleinen 
Reductionen aus (7) 



7ö 






Nun ist aber, wie leicht zu sehen, 

m+l.m+2— g.m+l a/t-^m.m-i-i.fi* ^ rf^'Cff— y)--«-» 



S. Nt 
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md Uertodi venranddt doh der. Torstebende Audniok in folgenden: 



8. '•<*-<'•)• 



d« 



17 



d .2....i»(-ir (i-o')*y^^'*^"^(^^ 



d.i—ii 



/'(g-^yM-i 



«/^ 



rfM 



+-CT <?-.-(*')• 



Das Integralseichen in dem Gliede recbts Ififst sich dardi partiefle Integration 
-wegsdiaffMi. Man erlidt nemHcli dadnrcli' 



(ff— f»)-+»* rf^ 

worin die GBeder rechts, aniiserliaib des Integralseicliens, wogen der Grenzen 
der Integration -}* 1 <>Bd —1 yerschwinden. In dem letzten Gliede Itann xnfolge 



rf.l— /«' 



tä^^oM 



ä^ 



—^ — geschrieben werden. 



der Gleiebong (8.) ~is.fi+l .P,a*0«) «tatt 
so dab 

Setzt man dteseo Wertk in (6.), so erhslt man, mit Rflck$icht auf (7.): 

welcbea die Gleichung ist, die bewiesen werden sollte. 

Zur AnsfOhrung der Integration in dem Ausdruck für QmA^) in (6.) 
dient die Bemerkung, AabJ ^ir^=^ r— er log ~j- ist, worin r eine ganze 
rationale Function von a vom ;9— llen Grade beseicbnet, nnd gleich der Summe der 
Glieder in der Entwicklung yoo o^log ^xf °*^ ^^° Potenzen von — , welche 



34 <• Ifeuinuntii über ili» Mäj/neiithnnf »but BotatUtu WiptoiJe. 

mit o=»oo qioht verschwinden. Hieraus folgt, mit Rtteksieht auf den Werth 
von P^jtO*) »n (4), dafs 

9. QM =/*'^^ = Ji.-P.,(a)log£^ 

ist. worin R^ eine ganze rationale Funelion von a vom n— Iten Grade bezeichnel, 

und gleich der Summe der Glieder in der Entwicklung^ von P^ ii(rT)log ^-^.nach 

den Potenzen von —^ welche^ wenna = oo wird, nicht verschwinden, Hier^ 

nach ist R^ leicht hinzuschreiben; es kann ftuch bestimmt werden durch, die 
Differentialgleichung 

welche man aus (3.) erhält^ wenn darin statt j9 der Werth von On.o{o) ans 
(9.) gesetzt wird. Es. ist 

10*, /la=0, Ä, = -2, /l,^~3(J, ll,= -5(0^~T^), U.S.W. 

Aus der Gleichung (9.J folgt sofort nach (5.) 
11. Q.A'^y-^ Cl-o')*-^-(l-a^)»-;^#'„,(,;)log J=i 
und hieraus fflr den besondern Werth von m^=n: 

12. Q,Ao) = -ii-o^rj^ ^-.o(a)log^. 

In allen vorstehenden Ausdrficken Jiann 9 sowohl reell als imaginAr sein. 
Die aus dem letztern Falle hervorgehenden Uroforroungen ergeben sich von 
selbst«. Wenn a von der Form s^*^i ist, so hat man 

13. } P..(.('-l) = (-)r"(l+.'l»-t5^fiL!t±>. 

a.o(*/-l; =- Ä„-2/-.l i»^(#,/-.l)arc(l8ng«.-l), 

wo Bn eine ganze rationale Function vom n — tlen Grade von s ist, und gleich 
der Summe der Glieder, welche in der Entwicklung von 



2/-l.P^,C,/--l)arc(lang^-l) 



9, Neummnn, uier die Magmetidnntg elitn M0tuti9n»»BUp$oU$» 25 

nach den Potenten von — mit « = 00 nicht verschwinden. Feiner ist 

14. (?..«(*/-l) 

= (-ir*-'(i+o*--^(Ä.-2y--i.''.-(*y-i)"rc(tang= D). 

In der Anwendung ist hfinfig die Kenntnifs der Functionen P,,.^ und Q„^^ für 
einige besondere Wertfae ihres Arguments erforderlich. Diese Fllle will ich 
noch nfther entwickeln. 

1. Wenn das Argument <;, es mag reell sein, oder imaginfir, unendlich 
grols wird, verschwindet Q„,mi<^). Dies folgt aus der Definition der Function A^. 
Dagegen wird Pn.m(<0 luendlich grofs, wenn ö reell und unendlich grofs wird; 
oder der Modul dieser Function, wenn a imaginfir und unendlich grofs ist. 
Ich bezeichne dies durch die Gleichungen 

15. Pn.^(00) = 00, Q..^(00) = 0. 

2. Es soll der Grenz werth des Products al'i..m(«^)&»^(o^i), wo a 
reell oder imaginftr sein kann, bestimmt werden, wenn a unendlich wird. 
Nach (3.3 und (7.) ist 

aP.^iar)Q^^{arO 

= i.a....«(-<)-(i-(.ry)'-ci-(.rj-)'-^^^ ',.^;:J^». . 

WO, wenn a sehr grob wird, zufolge (4.) 

gesetzt werden kann und, weil das Integral / fJf^P^siiH)^/^ verschwindet, so 
lange p kleiner ist als it.* 

Setzt man zugleich statt 1— (ar)^ und t^iar^f respective —(arfuni 
— (ar^y und bemerkt, dafs 

ist, so erfailt man tls Greniwerth: 

16. («P,.,(ar)a.,(ar))... 

CreUe'i Jowm«! f. i. M. Bd. XXXVII. Heft 1. 4 



26 S. Neumann, über die MagneUeirung eince Rotations ^^EUipeauls. 
Fflr m = erbalt man 

17. (f^PnA^r)Q„j,{arO^^^ = 2;;q-f7Sr- 
3. Es sollen die Grenzwerthe von 

Qn.n.{o), P..n.oQ^,^{a) und {\-d')^^^.Q,^^{a) 

ffir a == 1 bestimmt werden. 
In dem Integral 

0...(a) = (-iri.2...,rn(l-ö«)»"^-^'^i£^ 

ist wegen des Factors (1 — cr')^'", wenn a sieb der Einbeit nftbert, nur die 
obere Grenze zu berucksicbtigen. Setzt man o — (o—fi) statt fi in Pnjo(j^) 
und ordnet diese Function nacb den Potenzen von a — fi^ so erhält man das 
unbestimmte Integral 

fdfAP„Mfl) ^ i Pn.il (0) 1 i d.P„,iM . 

wof&r man, indem man die obere Integrationsgrenze ^ = 1 einfBbrt, wenn a 
der Einbeit sieb näbert, 

m "(1— a)"' 
scbreiben bann. Substituirt man diesen Wertb in Qn,nW und setzt 2*"*(1 — or)*"" 
statt (1— a^)^*", so erbfllt man, da P«.o(l) nacb einem bekannten Satze = 1 ist; 

18. (g..W).^ = - (' '(•i-V-'''L = ~- 

Ans der Gleicbung (9.) ergiebt sich direct, dafs auch 

19. (On.o(cy))a=i = oo ist. 
Aus (18.) und (2.) ergiebt sieb 

20. iP„.^o Q„.^(a)X^, = _1.2....m-1.2*'-(^:^^)^^, 
so lange m nicht Null ist, oder, wenn fflr (— ^-^) sein Wertb 



dc^ 
I — m 



21 ( d'^Pn.{)(c) \ n — m-f l*n — ni-f 2,...ii».,..n+m 



gesetzt wird: 

22. (P„.^ (a) (?„.^ (or))^ = _ >i-mfl.n-^+2.,..>>....i>fm 

Ffir yyr = giebt die Gleicbung (9.) 

23. (PUo>QU<^y)^ = oo. 



2. NeumanUß über die Magnetiairung einee Rotatiane'-BOipeoute. 27 
Ans der Gleichmig 

verbunden mit (18.) und (21.)) folgt 

24. ((l_o»)±^jil!>.(?,.„(0))^= -ii-m+l.«-«i + 2....»....n+m, 

so lange m nicht Null ist; fOr m = ist 

25. (l-.o»)i:^.:0,„(a) = 0. 

4. Es sollen die Werthe fflr 

26. (?..,(#y-l) = (~iri.2....».(l + «'rjr*'^j;^^^^^, 

wenn « = wird, bestimmt werden. 

Ich untersuche zuerst die Ffille, wo n — m — 1 eine ungerade ZbU ist. 
Setzt man fflr Pn.a{p) seinen Werth aus (4.), fahrt die Integration aus und 
setzt « = 0, so zerstören sich alle Glieder, mit Ausnahme desjenigen, welches 
von dem Gliede in P„.ü(A) herrührt, welches /i"* enthalt Dies Glied hat fol- 
genden Werth: 

1.3....2yi— 1.^'» 

(1.2....m)(2.4....w— m)(2w— 1.2w— 3 w+m+1)' 

SO dafs der in Rede stehende Grenz werth von Qn.mißi—'^) 

1 3 211-1 f^'—JÜlälL—^ 

( 1^» -^ . 

^ ^ (2.4...,M— m)(2M— 1.2n— 3....M4.m+l) 

wM. Nun ist, wenn sich # der Null nAhert, der Grenzwerth vony T^ Vl-^)— "i"^^^ 

/+! du "" 

^ ., /:_ ^ und dieser ist =(— l)'"y(-.l>i, 

wenn n die Ludolfsche Zahl bezeichnet. Demnadi erhtlt man, wenn n — m 
eine gerade Zahl ist: 

27. (a..(^y-l))^=(2.4....n-^ m)(2n-r...'27-^ 
und hierin m = gesetzt, giebt: 

28. ((?„^(*y-l))^ = i^^p^.«,/_l; 

WO jedoch n eine gerade Zahl sein mufs. 

Um den Werth von (?„.m(^|^— 1) für die Fälle zu bestimmen, in welchen 
n — m eine ungerade Zahl ist, erinnere ich an den sonst schon bekannten 

4» 



28 A» Neumann, über die Magnetmrung eines RoMiene^Ettipeeide. 
Werth vo» f^WPn.o(ß)diii. Wenn n nnd ;r gerade sind, so ist 

f^P..MoM' = 8 yyi.y4.8....y+«4r 
und wenn n und /i ungerade sind, hat man 

Diese Formeln gelten fQr positive und negative Wertiie von 71. 

Mittels dieser Formeln erhfilt man aus (26.), indem darin t = ond 
fi = — (m -f 1 ) gesetzt wird : 

29. ((?..,(*y-l))«„ = ~2(-l)«-^-^*'%f;i^t^, 

wo n — m eine ungerade Zahl sein mufs; nnd hieraus 

30. ca.« (*y'-i))«ü = -2(-if-^'^ ^;^3;;"7S 

WO n ungerade sein mnfs. 

§2 

Die reciprofce Entfernung zweier Puncto, von denen der eine inner- 
halb des gegebenen Rotations -Ellipsolds 

r] • rj ' rj— A* 
liegt, der andere aufserhalb desselben, soll in eine nach den Kugelfunctionen F^*^ 
fortschreitende Reihe entwickelt werden. Es seien x, y, z die Coordinaten 
des innem Puncts und x^^ yi, Zi die des fiufser(i Puncts. Statt dieser recht- 
winkligen Coordinaten werden drei andere eingefflhrt, nemlich die Aequatorial- 
Axe des mit dem gegebenen confocalen EUipsoId, welches durch den Pnnet 
geht, und zwei Winkel, durch welche seine Lage auf diesel* confocalen Fliehe 
bestimmt wird. Es wird gesetzt: 

ix = rsxn&eostp^ Xi <= ri sin ^1 cos 9)1, 
y = rsin^sin^), yi = risint^isin^)!, 

z = y(r^— A*)cos*, Zj^ = |/(rj — i')cos^i. 
Wird die Entfernung beider Poncte durch s bezeichnet, so ist 

l^ 1 

« 7{r^^^^^X^co?5+^^ 

oder, wenn 

3, ~ « r 

e 
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ottd 

gesetBt wird, 

. i 

Diesen Aosdrock ffir v will ich in eine nach den Y^"^ fortschreitende Reihe 
entwickeln; die Y^"^ als Fanctionen von /ll und q) oder /i' ond <pi betraditet. 
Ich bemerke, dafs bei abgeplatleten Ellipsolden, weil fflr sie l reell ist, 
sowohl a als Oi imaglnSr sind, nnd dab hier a zwischen and )^(('^) —^i—^ 
liegt, wAhrend a^ zwischen y((^) — v^~* ™^ ^ seinen Werth hat. Bei 
rer Jiiii$ferteii Ellipsolden ist l imaginir; daher sind hiera nnd a^ reell; ersteres 
liegt zwischen 1 und y(i^ + l)i legeres zwischen )r(jf +0 ™d oo. 

Bildet man von der in Bezog auf a, o^i, /i, /i^ symmetrischen Func- 
tion V den Differential -Ausdruck 

■"'-'•')^ , . i-, 

d/i ^'1— ^•'rfip«' 
so findet man dessen Werth (den ich nicht hinschreiben will) in Bezug auf 
(T, <Ji, /i und fii wiederum symmetrisch. Der Werth dieses Ausdrucks bleibt 
also ungefindert, wenn man eine dieser Gröfsen gegen die andere vertauscht. 
Daraus folgen die drei DilTerentialgleichungen 

"^ rftf «r^'rfy^" da, +1— irlVyJ^ 

in welchen 9) mit 9)1, wie aus (4.) ersichtlich ist, vertauscht werden kann. 

Diese Differentialgleichungen sollen zur Entwicklung des nach den F^"^ 
benutzt werden. Sie bestimmen diese Entwicklung bis auf ihre Zableneoöfl-* 
deuten, deren Werth durch anderweitige Bedingungen, welchen v zu genOgen 
hat, ermittelt werden mub. Folgende drei Bedingungen lassen diese Absicht 
vollsUndig erreichen. 



30 '• Neumann, Hier die Magnetmnmg emee Mcialim9*ElUpMouh^ 

1. Die Entwicklung mufs ffir v einen endlichen Werth geben, wo Mch 
der innere Pnnct in dem gegebenen EUipsoId liegen mag; abo auch wenn der- 
selbe in der Brenn -Ebene des abgeplatteten EUipsoIds, oder in der Brenn- 
Linie des verlängerten liegt, d. h. respective wenn a = sy — 1 yerschwindet, 
oder wenn a = 1 ist. 

2. Der partielle Differentiälqnotient von v, nach irgend einer Richtong 
in Bezug anf den innem Pnnct, mufs einen endlichen Werth haben; andi wenn 
dieser Punct in der Brenn -Ebene des abgeplatteten EUipsoIds, oder in dte 
Brenn -Linie des verengerten Ellipsolds liegt. 

3. Wenn l verschwindet, also das Eltipsold in eine Engel rieh ver- 
wandelt, mufs die Entwicklung in elliptischen Coordinaten mit der bekannten 
Entwicklung von — in Kugel -Coordinaten identisch werden. 

Die erste Bedingung entspricht derjenigen, welche bei der Entwicklung 
der Gröfse -^, wenn sie in Kugel- Coordinaten ausgedrflckt ist, zur Bestim- 
mung der Constanten angewandt wird, und wird dort so ausgesprochen, dafe 

; — einen endlichen Werth haben mufs. Wenn der innere Punct im Mittel- 

punct der Kugel liegt. Derselbe gewAhrt für die Entwicklung in eDiptischen 

I Coordinaten denselben Nutzen, wenn das EUipsoId ein verlängertes ist; sie ist 

aber erfolglos bei abgeplatteten Ellipsolden. Bei diesen tritt an die Stelle der 
ersten Bedingung die zweite; welcher Qbrigens bei verlängerten Ellipsolden 

f Genflge geschieht, wenn die erste erfOUt ist. 

Setzt man in die zweite der Gleichungen (5O9 nemlich in 

( die Reihe 

5 6. p = -f- r(->, 

f wo F^"^ der Gleichung 

genügt, so erhalt man 







d'i — U* 
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woraas folgt, dafs 

Der allgemeinste Aasdnick für 1^"^ ist 



WO iSn.m lind T„.^ beliebige, aber von /i und (p unabhfingige Gröfsen sind. 
In dem vorliegenden Falle verwandelt sich dieser Ausdruck, weil v nur eine 
Function von cos(i^ — ^0 ist, in 

Dieser Werth in (8,) substituirt, giebt 

woraus 

folgt . 

Das Yollstfindige Integral dieser Gleichung ist 

WO X.m ond B„.„ nur noch Fnnctionen von fti und Oi sind. 

Setzt man in die Reihe (6.) in die erste der Gleichungen (5.)^ nemlich in 



1 rf*» _ "_2rfft, _L __L_ <'*«' 



so erhfllt man 

und hierin den Werth yoa 1^"^ aus (10.) gesetzt, giebt 

woraus folgt, dafs 
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ist, wo aber, weil (?n.m(/0 fAr /ii=:l nadi (18. §• 1.) unendlich wtrd, 6^^=0 
sein mofs *). Die Vergleicliung dieses Ansdnioks von S„^^ mit demjeni^n 
in (11.) sei]^, dafs 

sein mufs^ und dafs demnach der Aasdrack in (10.) sich in 

12. r<-> = i«K.P...(cr)+/J,.^(?,.«((r)}F..^(/i)P,.^(/tOcosm 

verwandelt; wo a«.» nnd /9|,.m nnr noch Functionen von öi sind. 

Setst man die Reihe fflr v (6.) in die dritte der Gleichungen (5), 
nemlich in 

woraus sich 

. - , rfjw 

rf;r"^ + i_^. rfy» +ii.n+l.r^-> = 

ergiebt, und hierin für F^"^ seinen Werth aus (12.), so erhAlt man 

Da a„.^ und ß^^ unabhängig von a sind, so mOssen dia Factoren von Pn,m(^) 
nnd Qn.m(^) ^^ sich verschwinden. Hieraus folgt 

13 ^^**'* '^ ^n.mPm.mi(Ji)-i' r^.mQm.miPk)^ 






' /^ii.« = ^».m P|..m (<^l) + ^n.m Qn.m (<^l) 1 

WO «n.M, /"„.m) tt. s. w. nur noch Zahlencofifficienten sind. 



*) Wenn man (10.) in (6.) substitoirt, erhalt man 
und hiertus 

—1 u 

wo p ein ZaUeacoefBcieat ist, den ich nicht hinschreiben wID. Es erhellet aus dieser 
Gleichung, dtfs, da v endlich ist, Sn.m nicht unendlich werden darf. 
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Dafs e„^^ =0 und ff„,m^=^ s^io mufs, erhellet sofort daraus, dafs 
sonst nach (15. §. 1.) Y^"^ und somit v unendlich gfrofs werden würde, wenn 
der aufserhalb des EUipsoIds liegende Punct unendh'ch weit Ifige. Mit Rflcksicht 
hierauf erhfilt man also aus (13., 12. und 6.): 

14. r=l.i-{/;.^P,.^((T) + A,.«a..(a)}a.^(aO^^^ 

• 

Ich werde nachweisen, dafs auch ^«,.«,=0 ist, das gegebene Ellipsold in (1.) 
mag ein abgeplattetes oder ein verlängertes sein. Fflr «in veriftngertes Ellipsold 
erhellet dies sofort daraus, dafs a, welches hier reell ist, der Einheit gleich 
werden kann, wenn nemlich der innere Punct tb der Brennlinie liegt; und dafs 
nach (18. und 19. §.1.) Qn.m{o) fQr a^=i unendlich grofs wird. Es bedarf 
also nur noch der Nach Weisung, dafs auch bei abgeplatteten Ellipsolden A,.^r=:0 
ist. Die entsprechende Betrachtung bei diesen hat den innern Punct in die 
Brenn-Ebene zu legen; sie entscheidet Aber A^„, aber Nichts, weil (?„.«. («y^—1) 
bei verschwindendem 9 nach (29. und 30. §. 1.) einen endlichen Werth behfilt. 
Die Anwendung der obigen zweiten Bedingung entscheidet über den Werth 
dieser Gröfse« Um nachzuweisen, dafs der Differenlialquotient von v, nach 
einer beliebigen Richtung, in Bezug auf den innern Punct einen endlichen Werth 
habe, ist es hinreichend, es fflr drei auf einander rechtwinklige Richtungen zu 
thun. Ich wfihle zu diesen Richtungen die durch den innern Punct gelegte Normale 
desjenigen EUipsoIds, welches durch ihn confocal mit dem gegebenen Ellipsold 
gelegt ist, seinen Meridian und seinen Parallelkreis, und nenne die in dem 
Puacte sich rechtwinklig schneidenden Elemente dieser drei Richtungen respeclive 
an, dm, dp. Man erhfilt fflr die partiellen Differentialquotienten von v nach 
diesen Richtungen: 

dv __ •r*~)t') dp jdv^ 1 rfw dv i dv 

dn /(r*— A*8in*)'rfr^ dm i^(r» — A'sioi^)' rft^' dp ~rm&'dif 

oder 

rf£ V—i Vji-ü*) dv dv^i •(<-ft«) dv dv^ l du 

dn" l V(f**— O'^' rf»» ^W(f^*-c^)'dfA^dp~kV(i—c*)V(i—li*idip 

Ich betrachte zuerst den Differentialquotienten ~. Derselbe wird, wenn 
man darin = setzt: 



©, 



dv\ __ •— l /rft;\ 

osso If/i ^da^assü 



IfleriA ist auf der rechten Seite fflr v sein Werth aus (14.) zu subslituiren. 

CieUe^t lovMl f. d. M. Bd. XXXVU. Heft 1. 5 
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Vor dieser Substitution bemerke man, dafii aus 



folgt: 






und eben so ergfiebt sich 



da ^oa^j 
so dafs 

(fö = ->'-l-^--^'^{A-(''--Hi(<'))a=« f *«.« 

X(?».«(aO^^P^«(^i)cosw(y-y') 
wird. 

Dieser Ausdruck wird, wenn n — m eine y^i?4# Zahl ist, fflr ^ = 
unendlich ^ofs, wenn nicht die in der Parenthese befindliche Gröfse allgeman 
gleich Null ist. Wenn n—m eine gerade Zahl ist, verschwindet (JPH.m^i{(^y)asoi 
es ist also hinreichend und noth wendig, dafs A^,m gleich Null sei, wenn n-^m 
gerade ist. Aus der Discussion von 

(dir\ ^ V(i—f^^ ( dv \ 
^dm^a^a If* ^dfi^oso 

folgt eben so, dafs, da (-7^) nicht für fi=iO unendlich grofs werden darf, 

f^m.m verschwinden mufs, wenn n — m ungerade ist Diese Gröfse ist also in 

allen FflUen gleich Null. Der dritte Differentialquotient (j^j hat immer einen 

endlidien Werth, welches auch die Lage des Innern Punctes sei. 

Demnach verwandelt sich (14.), wenn statt v sein Werth aus (3.) ge^ 
set£t wird, in 

* ^ 
wo nur noch die Zahlencofifficienten f„,^ %u bestimmen sind. Diese Bestim- 
mung findet sich, wenn iq dem vorstehenden Ausdruck ;i=:0 gesetzt wird, 
wodurch er in den Ausdruck flbergehn mufs, welchen Laplace in der „Hec. cel.'^ 

fflr die Entwicklung von — nach den Y^"^ in sphirisohen Coordinaten gege^ 
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bra ' hat Dieser hl folgender : 

16. -j- = :S^2^.,^P,,,(^)P,.,(^,)cosm(y-yO, 



wo 



Fflr iii = ist 6^.0 := 1 ; in diesem Falle ist aber nur sein halber Werth m 
nehmen. 

Ans der Vergleichung von (16.) mit (15.) folgt, dafs 

sein mnlb; wodnrch /„.^ seine Werthbestimmnng erhalt. Wenn l der Nnli 
sich nahen, wird a = y— 1 j- nnd a^ = )/— 1 -J-. Setxt man in (16. $. 1.) 
a;s=rl^, 80 erhalt man 

= T^«5-Ti(«— iii-{-l.n--iii +3. •..«)(« -f^ •*+'*•• ••"+"•) 

Dieser Werth, in (17.) gesetzt, giebt 

^.-. = ^-1 (2»+ !)(*-.-)' 
und in Rticksicht auf die obige Bemerkung in Bezog auf i^j,: 

Die verlangte Entwicklung von — ist hierdurch vollstindig aosgefOhrt, 
und hat folgendes Resultat gegeben: 

WO 6«..n dorch (16.6.) gegeben ist, und wobei zn bemerken, dafs in den 
Gliedern, hr welche fAs=0 ist, 6^0= 1 ist, nnd dä& diese; Glieder noch 
mit ^ zu multipliciren sind. 

Aus üer vorstehenden Reihen-Entwicklung von — folgt der allgemeine 
Ausdruck in elliptischen Coordinaten von der Function, welcher G!iartr/V den 
Namen Polendal gegeben hat Bezeichnet k ein Massentheilchen und s 
deBsen Entfehiong Ton dem Pancte P, auf welchen das Potmtlal bezogen 

5» 
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werden soll, so wird diese Function der Coordinaten des PonctsP, die durch 
V bezeichnet werden möge, definirt durch 

19. V = Sj, 

wenn die durch iS^ bezeichnete Summation auf alle k ausgedehnt wird. 

Wir unterscheiden drei Fälle. Entweder liegen sflmmtliche Massentheile 
innerhalb eines durch den Punct P beschriebenen Rotations -Ellipsolds, oder 
sie liegen sfimmüich aufserhalb, oder sie liegen zum Theil innerhalb, zum Theil 
aufserhalb. Im ersten Falle werde das Potential durch F«, im zweiten durch Vi 
bezeichnet, und für den dritten Fall bleibe V ohne Index; Ich werde zuerst F« 
darstellen. Es. seien r^ und y(r\ — )?) dieAxen des durch P gelegten EUipsoIds, 
deren Werth und Lage beliebig durch anderweitige Rflcksichten zweckmftfsig 
bestimmt werden wird. Durch /ii und (pg werde die Lage von P auf dieser 
Oberfläche bestimmt Das Massentheilchen k werde seiner Lage nach durch das 
confocale EUipsoId mit den Axen r und ^Cr^— ^') and durch fi und (p bestimmt. 

Substituirt man in (19.) statt — seinen Werth aus (18.) und seUt 

!^2ii+l(ft,.J»S*P,.^(a)P,.^(/*)cosiiiy = X.^, 

so lange m nicht e= ist, in welchem Falle fflr A^,o nnd B».» nur die halben 
vorstehenden Werthe zu nehmen sind: so erhält man 

21. Va = -»•i'-(?..,.(ai)P..«(Aii){J..«cosmyi+fl,.«sinmyi}. 
Ebenso erhalt man 

22. F, c= -r^P,.^(o)P..,Cii){C..^cosy+l>,.^t!nmy}, 

wenn in diesem Falle a, fi, y die Coordinaten des Puncts P sind^ und a^, 
^1, 9>i die des Massentheilchen k und 

S!^2ii+l(*«.«y«*(?.,^(oOP..-.(Aii)cosmy. c= C.^, 

gesetzt wird. 

Das Potential von Massen, welche zum Theil innerhalb des durch P 
gelegten EUipsoIds, zum Theil aufserhalb liegen , also irgendwie im Räume 



23. 
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vertheilt Bind, ist, wenn a, fi, 9 die Coordinaten des Panels P beieiehnen, 

24. F==Si'-P,.^(/i){(J,.^a.„(a)+C,^^ 

+ (JJ,.^ 0.^(a)+/>,.^P,.^((T))siniiiy} ; 

wo die Constanten A, B, C nnd D durcli (20. und 23.) zn bestimmen sind, 
mit der Maafsgabe, dafs in (20.) die Snmmation anf alle innerhalb des durch P 
gelegten Ellipsolds liegende Massen auszudehnen ist, in (23.) auf alle aufser- 
halb liegende Massen. 

Ich werde beispielsweise die Formel (21.) zur Bestimmung des Poten- 
tials eines homogenen Rotations-Ellipsolds in Bezug auf einen fiufsem Punct P 
anwenden. Ich nenne r^, und y(r2— X') die Axen des gegebenen EUipsoIds, 
und mache das durch P zu legende mit ihm confocal; ich bezeichne wieder 
die Coordinaten dieses Punctes durch (Ti, /i^, q>i^ wfihrend die eines Massen- 
theilchens k in dem gegebenen EUipsoId a, fA, 9 sein sollen. Ich nehme die 
Dichtigkeit dei^ Masse dieses Ellipsolds der Einheit gleich an,^ so dafs k ein 
riumliches Element desselben ist; dazu wfihle ich das kleine Prisma, dessen 
Basis das Element der Oberfläche des durch k gelegten confocalen Ellipsolds 
und dessen Höhe die Entfernung desselben von einem unendlich nahen con- 
fopalen EDipsoId ist. Es ist also 

und dafflr kann man schreiben: 

* = f 7^(P2.ü(a)~P^o(Ai)öaöiriöy. 

Dieser Werth von k, in (20.) gesetzt, verwandelt die Summen in Inte- 
grale, und zeigt, dafs alle Ä und B verschwinden; ansgenommen ilo.u nnd 
if3.o« FOr diese erhfilt man ans (20.) 

Au, =-f^A'c^(o5-.l); 
wo ao = y(l-.(^y) ist. Dies, in (2t.) gesetzt, giebt 

oder, wenn far Q nnd P ihre Werthe aus (9. und 10 6. und 4. §. 1.) ge- 
setzt werden: 

26. F. «= *^A^0o(ö5-l){log^~|((ai-*)log^-2(T|)(//J-i)}; 
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woraus man durch partielle Differentiation die Componenten der AniBieboiig 
erhfilt, welche das Ellipsold anf den Panct P ausübt. Nennt man 3^ T, Z 
diese Componenten, parallel mit den x, y, z Azen der Gleichang (l.)t nnd 
a, b, c die mit ihnen parallelen Coordinaten des Pnncts P, so wird 

^ — ^ X{a\-fi\)\ o, da, fi, dfi.i' 

nnd dies giebt die bekannten AusdrOcke 

ijr= -27i(To(aj5-t)fljilog^-^!, 

Wenn das Ellipsold , dessen Potential bestimmt werden soll^ nicht ho- 
mogen ist, so ist der Ausdruck fOr k in (25.) noch mit einer Function, von 
a, fi und (p zu mullipliciren, durch welche die Dichtigkeit der Masse des 
Ellipsolds ausgedrückt wird. Wenn das Product dießer Function mit i^ — i^ 
eine ganze rationale Function von a, ii, ^(1— .^^)cosy, ]^(1— /i^}8iny ^st^ so 
erhSit man immer einen geschlossenen logaritbmischen* oder trigonometrischen 
Ausdruck fflr den Werth des Potentials des nicht homogenen Ellipsolds in Bezug 
auf einen aufserhalb desselben liegenden Punct. 

§. 3. 

In diesem Paragraph sollen die yorstehenden Resultate auC die Bestim- 
mung des magnetischen Zustandes angewendet werden, der durch Vertheilung 
in einem Rotations -Ellipsold erregt ist. Dabei wird vorausgesetzt, dafs die 
vertheilenden Erfifte von der Art sind, dafs sie sich durch die partiellen Diffe- 
rentialquotienten eines Potentials darslelten lassen ; wie i. B. die magnetischeli 
und galvanischen Kräfte. 

Bezeichnet man die magnetischen Momente eines magnellsirte Theile 
enthaltenden Volumens v in Bezug auf die drei Coordinaten -Axen x, y^ z 
respective durch av, ßv, yv, so werden die mit den Coordinaten parallelen 
OoinponenleD der Wirkung, welche v auf ^eine^i Piinct P ausflbt, der in Beziehung 
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auf die DimensioBen den Volnmens als onendlteh weit entfernt betraditet wer- 
den kann, durch die nach den Coordinalen genommenen partiellen Differential- 
qactienten von u ansgedrflckt, wenn 






hierin 

ist, nnd a, b, c and x, y, z die Coordinaten des Pnncts P und eines Pancts 
des Volumens v sind. Die Gröfse u ist das magnetische Potential des Vo*- 
lumens v. Hieraus ergiebt sich, wenn man unter v das rfiumliche Element 
dnes magn'etischen Körpers versteht und durch dxdydz ausdrflckt, dafs das 
magnetische Potential dieses Körpers in BeEug auf einen aufserhalb desselben 
liegenden Punct (welches mit 17« bezeichnet werden soll), 

ist; die Integration Ober den ganzen Raum des Körpers ausgedehnt Hierin 
sind a, ß^ y Functionen der Coordinaten x, y, z des Elements dxdydz. 

Poissan hat gezeigt (Mim. de TAcad. d. sc de TlnsL T. V. und T. VI.)) 
dafii, wenn der magnetische Zustand durch vertheilende Krfifte, welche sich 
durch ein Potential darstellen lassen, heryorgerufen ist, die Gröfsen a, ß, y 
dnrch die partiellen Differentialquotienten nach x, y^ z einer Function q> sich 
darstellen lassen, welche der Gleichung 

genügt Man hat alsdann 

Diese Werthe, in den Ausdruck (1.) eingeführt, yerwandeln denselben 
mittelst partieller Integrationen in 

wo dw das Element der Oberflficbe des Körpers darstellt, e die Entfernung 
des Elements vom Puncto P, und [-j^j den Werth, welchen der nach der 
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Normale von dw genommene Differentialqnotient von ip in dw hat. Dfe In«* 
tegration ist Aber die ganze Oberflficlie ausandehnen. 

Die magnetischen Momente des Körpers in Besag auf die Coordinateo- 
Axen Xf y, z, weiche ich durch M, iV, P bezeichne, sind 

M=.x/dxdydz^, N=^x/da:dydz^, P=x/dxdydz^, 

woraus man durch partielle Integration , mit Rücksicht auf (2.) , 

s. «=x/8..[x|f], Ar=x/8»[rjj], P=/a»Hg 

ableitet; wo x^ y, z die Coordinaten des Oberflfichen* Elements Bw sind und 
die Integration Ober die ganze Oberfläche ausgedehnt werden mnfs. 

Aus (3.) ergiebt sich, wenn diese Gleichung mit dxdydz mnlti- 

plicirt und partiell integrirt wird, /öai[j^J = 0, und mit Rflcksicht hierauf 

erhält man aus (4.), wenn der Punct P, auf welchen U^ bezogen wird, sehr 
weit in Bezug auf die Dimensionen des Körpers von ihm entfernt ist: 



6, U. = Maim±Pc. 



wo üf b, c die Coordinaten von P sind, die ihren Anfangspunct in dein 
magnetischen Körper haben. 

Fflr die Ermittelung der Function <p hat Poisstm a. a. 0. die Gleichong 
7. y+r,+ F, = 
gegeben, welche fflr jeden Punct im Innern des EUipsoIds gilt. Hi^in be- 
zeichnet Vi das Potential der Krfifte, durch wekhe die Vertheilnng des Magae^ 
tismus hervorgerufen wird, und Vi ist durch die Gleichung 

bestimmt; wo die Integration Aber die ganze Oberflfiche des Körpers auszudeh- 
nen ist, und wo ti die Entfernung des Ebments bw von einem Punct im Innern 
des Körpers vorstellt. B«i«ichnet man die Coordinaten dieses Puncts durch 
X, y, z, so ist üi und V eine Function dieser Groben ^ und demnach auch 9>. 
PoisMon hat fflr den Fall, wo der durch Vertheilnng magnetisirte 
Körper eine Kugel ist, eine voUstAndige Auflösung der Gleichungen (7. und 8.) 
gegeben. Aufser diesem allgemeinen Falle hat er noch den besondern Fall 
behandelt, wo der magnetisirte Körper ein Rotations -Ellipsold ist und die 
verthellenden Krflfle in Beziehung auf Jeden Punct desselben constant sind. 
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Idi werde hier, die allgemeine Anflösimg der Gleichmigeii (7. und 8.) fdr den 
Fall eines Rotations-Ellipsolds geben. 

Die Axen des magnetisirten EUipsoIds seien Tq und ^(fi — X^); die Lage 
des Elements dw seiner Oberflfiche werde durch fio und q^ bestimmt. Es sei 

ferner ^o = y(l— (-y) j« Die Lage eines Puncts im Innern des Ellipsolds 

werde durch a, fi, fp bestimmt, die eines Puncts aufserhalb durch <Ji, /ii und q>i. 
Das Potential Vi hat, da dasselbe von Massen aufserhalb des Ellipsolds her- 
rOhrt, seinen allgemeinsten Ausdruck in (22.) des vorigen Paragrapbs: es 
ist I also 



9. F, = -2'--2'-P..^(a)P..,G«i){C..^cosmy + />,.«siniiiy}. 

Die Gröfse üi ist zufolge (81.) das Potential der mit der Masse 
»[-^J belegten Oberflfiche des Ellipsolds in Beeng auf einen Punct im In- 
nern desselben Hieraus folgt, da nach (7.) g)^= — Ui—Vi ist, dafs q> an- 
gesehen werden kann als ein Potential in Bezug auf einen Punct im Innern 
des Ellipsolds, welches von Massen aufserhalb desselben herrflhrt, und dafs 
demnach in (22, %. 2.) seine allgemeinste Form gegeben ist, und man 

OD n 

10. ip = -2'*-2'"P^.«(a)P^.^(^){y,.^cosiiiy-f J,.^8iniiiy} 

• • 

setzen kann, wo die Constanten y^^^ und ^^.^ durch die gegebenen Werthe 
von C,.«. und Dn,^ mittekf (7. und 8.) zu bestimmen sind. 

Um den Werth von Ui zu bilden, muft man bemerken, daft 

ist, also, wenn statt [-^J sein Werth aus (10.) gesetzt wird: 

Ntch (18.) im vorigen Paragraph ist 

wobei ZU bemerken, dafs die Glieder mit m==0, fQr welche 6«o = l ist, noch 
mit ^ zu multiplidren sind. 

Cr«U«*t lonnal t d. IL Bd« XXXTIL Htft 1. 6 
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SeUt man die ReUien (11. and 12.) in (a) vnd bemerkt, dab 

J^X\PnM(jh)ydf*^Sip,= ^^ und 

-1 ü «10, 

— 2^ 

wAhrend 

ist, wenn n und if| verschieden sind: so erhält mon 

X {y».MCOsmy +<>,.,^sin my} ; 
wo die Glieder mü m s= nidit mdir mit | za nrolHplicfren sind. 

Setzt man die Reihen (9., 10. und 13«) in die Gleichung (7.) i m er- 
giebt sich 

und also 

14. ^==.-SSP,,MPn.M {<^--<>o«my+P,.,rtnmy) . 

weldies die voUsUndige Aaflösong der Gleichong (7., and 8.) fOr den Fall 
eines Rotations -ElUpsoId ist. Diesem Wertbe von 9 kann man, wenn man 

Pn^{o)Pm,m(f*)[C,.meosm^-\-D,,^sinmg>) = F,.« 

setzt, also statt (9.) 

F, =,i-i-r^« 

schreibt) folgende Form geben: 

Ulm den Ausdruck des Potentials des uMgnetisirten EUipsoIds in Bezug wf 
den ttufserhalb desselben liegenden Punct o^, /ii, ^i zu bilden, hat man in (4.) 
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und statt ['j^]d<<' seinen Wertb ans (14.) %u setxen. Dies giebt 



i-2^x(l-o*-.-. ^^=^0..«K) 



Ich werde diese Formel auf den yon Pmsson behandelten Fall an- 
wenden, in welcbem die Vertheilung durch den Erd-Mag^etisnius hervorge- 
bracht ist. Wenn Af B, C die mit den x, y, z Axen dep Ellipsolds paral- 
lelen Componenten des Erd-Magnetismiijs vorstellen, so ist 

oder, wenn statt der rechtwinkligen die elliptischeii Coordinaten gesetzt werden, 

Fi=— Ä{il,^(l-ö*)^(l-/i^)cos9+By^(l-o*)y(l-/A*)sin9+y-^ 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks von Vi mit dem allgemeinen in (9.) aeigt, 
dafr alle Cn.m und D^^m gMch NoU sind, mit Ausnahme von (7i.o, C|.i und 
jD|.i, und dafs 

16. Ä. Cui «« — Ä^-l.C, C^^ — Ail, Du, = —AB 
ist. Man erhtit hiernach aus (15.}, wenn^ man zugleich berOcksIchtlgt, dafs 
Pi.o(o) «= Os Pii(o) = yd-a") und 

QUO) = _(2 + olog^), Ou(a) = _^(l_a*){-|^-f log^j 

ist, folgenden Ausdrock: 

16. *. ü, «= -.47ix<ro(<^— 1) 

der mit dem Resultate, welches Pom«oii auf einem andern Wege erhalten hat, 
flhereinstimmt 

Fflr die Vergleiehnng der im Vorstehenden enthaltenen Resultate mit 
Beotbadk^ngan Mr Warkrov luioh Anisen eines durch VeHheilung magaeti^ 
siRten SlUpsoldf ist die KenntnÜb sein« inagnetischeB Moriiente wichög. Man 
erhiU dafBr tm C^Oi troui dario ÜBT 9> Min ailgamdnster Werth aas (14.) 

6* 
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und für X, y, z respecHve 

itV(l-<^2)l^(l-A«u)«os9>ü, i/(l-(«)}/(l-/i5)8ln9\„ Xy-i.a,i 
gesetit and die IntegTStioii nach der Oberflfidie des EUipsoIds aosgeiflhrt wird: 

17. )n^\ iff*i'Wi-i)<r.(i-ol)Di.i 

l+2.x..(l-a:)(j^_iIog^)' 

l+4«xir.(i-a:)Q.+irog^)* 

Um diese Formeln auf den Fall anzuwenden ^ wo die Vertheilnng yom 
Erdmagnetismus herrahrt, hat man darin statt Ci.i, Hj.i, C|.o ihre Werthe 
aus (16. a.) zu setzen. 

Anhang. Über die magnetischen Momente der durch 
Vertheilung magnetisirten Ellipsolde. 

Die magnetischen Momente eines durch Vertheilung magnetisirten El- 
lipsolds lassen sich direct, ohne Reihen-Entwicklung seines Potentials bestnnmen, 
und diese Bestimmung erstreckt sich zugleich auf die dreiaxigen Ellipsolde. 

Aus der Gleichung (7.} erhält man 

wo dv ein Raum -Element bezeichnen und die Integration tU>er das ganze 
Ellipsold ausgedehnt werden soll. Nach (8.) ist 

Geht man nun mit dem Diffisrentiationzeichen unter das Integralzeichen 
und kehrt die Ordnung der Integrationen um^ so erhftlt man 



As=*>b>4l' 



worin die Integration nach dv Ober das ganze Ellipsold, und die nach dw 
Aber seine ganze Oberflftche auszudehnen ist. Durch « ist die Entfernung 
eines Fnncta 9, y, n im Innern des Ellipsoldi von dem Element dw seiner 
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Oberftlche bdwfchiiek Pieses Element habe die Coordinaten a, b., e. Mao 

kann j — ataU -^ — setzen, und alsoy öü-j — = — —- / — . Nnn ist 

aber — TzJ'Y ^'^ ™^' ^^^ xAxe parallele Componente der Wirkung, welche 
das mit homogener Masse von der Dichtigkeit 1 angefüllte EUipsoId in dein 
Puncto a, b, c seiner OberflAche atisObt. Diese Componente ist proportional 
mit a; ich bezeichne sie durch das Product Ao^^ß wo Aq eine durch die Di- 
menßionefi des Ellipsolds bestimmte Constante ist. Hiemach hat man 

Setst man diesen Werth von /do-^in(18.))and berQcksiohtigt sa^MeIi,daii^ 
da y der Gleichung jp+jp + j}= genügt, 

AI? =>«fö] 

ist, so erhält man: 

Nach den Gleichungen (6.) ist aber das magnetische Moment in Bezug auf 
die X Axe: ^=^^/ß^^\j^jy .und demnach ist 

dr-^ die Summe der mit ot parallelen Componenten der Wir- 
kung ^^ welche die vertheilenden Kräfte auf das ganze EUipsoId ausabeU) dies 
als homogen und von der Einheit der Dichtigkeit angenommen. Wird dleae 
Summe durch A bezeichnet , so ist 

und ebenso erhält man 

worin B und F die Summe der respectire mit y und « parallelen Compo- 
nenten der vertheilenden Kräfte in Bezug auf das ganze EUipsoId sind, und 
Bob, Coc die mit y und z paraUeUen Componenten der Wirkung, welche 
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4m homogene EUipsoId noill der Einbeit derlMehtigkeit auf den PumA a^ b^ t 
seiner Oberflfiche ansflbt. 

Wenn der Mittelpnnct der verlbeilenden KrAfte in Beang anf die Di- 
mensionen des Ellipsolds als nnendlicb entfernt betrachtet werden kann, wie 
%. B. dies der Fall ist, weqn der Brdmagnetismns die verthettende Kraft ist: 
so erhAlt man, wenn J die Resultante der vertheilenden KrAfte ist, und nrit 
den Ax^ dea Ellipsolds die Winkel m, n, p bildet: 

g.. mM xvJcosm ^ xvJcQsn ^ xvjeosp 

2^- ^ = i + xA, ' ^ "= 1+xfi. ' ^ = i^xd, ' 

wo V das Volumen des Ellipsolds bezeichnet. Ist das EUipsoId ein Rotations- 
Ellipsold, so erhalt man die Wertbe Jo^ ^oi Ci^ ans (27. §. 2.), wenn man 
X, Y, Z respective durch a, b, c dividirt und a^ = a^ setzt. Dies giebt 

die Formeln 

xi^Jcosm . 

xvJeosn 



ilf = 



iV = 



»«• < ,-2..,.„:_„|4io,i±f--^! ' 



P = 



xvjeoip 



f^4nxa,{ü:-i)\^\og^d^^±\ ' 

welche mit denen in (17.) flbereimtimmen, wenn darin statt Ci.i, Hu and 
d.(j ihre Werihe in (16. a.) gesetzt werden. 

Fär die Berechnung der GrÖfsen ^, B, F ist es oft vortheilhafter, 
sie als die negativen, mit den* Axen des Ellipsolds parallelen Componentao 
der Wirkung anzutehn, welche das als homogen und von der Einheit der 
Dichtigkeit angenommene Elripsold auf diA Massensystem ansaht. Von wddiMi 
die vertheilenden Krfifte herrflhren. Man kanh diese Grftfsen auch als paf- 
tielle Differentialquotienten des Potentials des hotaiogenen Ellipsolds von dbr 
Einheit der Dichtigkeit in Bezog auf dieses Massionsystem definiren. Es sei V 
dieses Potential, und es werde dasselbe als Function der mit den Axen des 
Ellipsolds parallelen Coordinalen a, b, c eines Puncls des vertheilenden STas- 
sensystems betrachtet, so sind ji, B, F 4\b partiellen Differentialquotienten von 
ü in Bezug auf a, Jb, c und man bat 



^ dV du dV 
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Ich werde die Formebi (19. und 90.) auf die Bestimmiiiig der magne- 
tieeiieii Momente eines Rotations^EUlfNioIds anwwtfen^ wenn die vertheilendeD 
Kräfte Toa einer cylindrisclien, eiectrisclien Spirale herrfAMt» deren Axe mit 
der Rotations^Axe des EUipsoIds ansammenfillL 

Die Wirkang einer soleiien Spirale kann in Being anf jeden anfseriialb derw 
selben liegenden Pnnet als von ihren Grandflaciien aasgehend angesehen werden, 
von denen man sich die eine mit positiver, die andere mit negativer magnetischer 
Flflssigkeit gleiiDhfArmig bedeckt voranstellen hat. Die Dicke der magnetischen 
Sdiicht anf diesen OmndflAchen ist ^, wenn^ die Stromstärke in der Spirale 
nnd fj die Anzahl ihrer Windungen auf die Längen -Einheit bezeichnet. Der 
Kflrze wegen werde ich ^ = ^ setzen. Wenn der Pnnct, auf welchen die 
Wirkung der Spirale bezogen wird, innerhalb der Spirale liegt, nnd man 
dfMelbe in drei rechtwinklige Componenten zerlegt, parallel mit ihrer Axe 
ntod' seükrecht daranf, so sind die letztem dieselben, welche den mit der 
magnetischen Schiebt & belegten Grundflächen der Spirale zukommen ; die erste 
aber, die parallel mit der Axe der Spirale ist, erhält man, wenn man zu 
der entsprechenden Componente der Grundflächen noch das Product aus 4n& 
in die Masse des Puncts, auf welchen die Wirkung gerichtet ist, addirt 
Hieraus tolgt, daft, wenn die Wirkung einer Spirale auf einen mit magne- 
tischer Masse gleichförmig erfflllten Raum bezogen werden soll, zu der mit 
der Axe der Spirale parallelen Componente der Wirkung der magnetischen 
Grundflächen noch das Product ans 4 911^ in die innerhalb des von der Spi- 
rale und ihren Grundflächen begrenzten Raumes liegende Masse addirt werden 
muls, wenn diese Grundflächen statt der Spirale bei der Berechnung ihrer 
Wirkqng substituirt werden sollen. Die Grundflächen der Spirale sind Kreis- 
Ebenen I durch deren Mittelpunct, senkrecht gegen ihre Ebenen, die Rotations- 
Jkxe des Kllipsolds gebt. Ich werde die Componenten der WirJiLiing des ge- 
gpbepeji EUipsoIds (dasselbe homogen nnd von der Einheit dw Dichtigkeit 
angenommen) auf eine so gelegene Kreis -Ebene bestimmen. Ich nenne das 
Element dieser Ebmie dw und seine Coordinaten a, ß, y, von denen y parallel 
fnit der Rotations --Axe ist und also fOr alle Elemente denselben Werth hat. 
Die Componenten i,w Ellipsolds in dem Puncto a, ß, y Mien Aa, Bß, Cy; 
akdann haben die negativen Componenten der Wirkung des Ellipsolds auf die 
Kreis-Ebene folgende Ausdrflcke: 
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wo die Integrationen übet die ganze Kreiisfl&cbe aoszudehnen sind. Nennt 
man y^, und y^ die Entfernung d^r positiven GrandflSche der Spirale (d. L der 
mit pontiver ttiagnetiscfaer FlOssigkeit belegten) und der negativen vom Mittd- 
puncte desEUipBOIds^ so hat man in vorstehende Ausdrücke einmal y^^ statt y 
au setzen, und dann y^^ und von dem Resultat der ersten Substitution das der 
aweiten abzuziehen. Dann erhält man, wenn kein Theii des EOipsoIds innerhalb 
der Spirale liegt, die Wertbe von ^, B unA F; es ist aber zu der Diffe- 
renz , welche JT giebt, wenn das Ellipsold theilweise oder ganz Innerhalb des 
von der Spirale und ihren Grundflächen begrenzten Raumes liegt, noch das 
Product aus 4n& in den innerhalb des bezeichneten Raumes liegenden Theil 
des Ellipsolds zu addiren. Nun ist aber, wie leicht erhellet, /ail 311^ = und 

jßBdw =: 0, also A:=iO^= B, und demnach auch jlf 3= «= iVl Es 
bleibt also nur das magnetische Moment P in Bezug auf die Rotations -Axe 
%u bestimmen, welches, wenn durch Cy^ und C^^ die Wertbe von C in Bezug 
auf die beiden Grundflächßn der Spirale bezeichnet werden, durch 

ausgadrackt wird, wo y^^ und y^ constant sind und die erste Integration Aber die 
ganzen Grundflächen auszudehnen ist« In dem zweiten Integral ist 8v das räum- 
liche Element des Ellipsolds undjdv mufs auf den Theil desselben beschränkt 
werden, welcher innerhalb der Spirale liegt. Ich werde zuerst den Werth des 
Integrals /Cdto entwickeln. Hiebei mufs unterschieden werden, ob die Kreis- 
fläche, auf welche sich dies Integral bezieht, die RotaUons-Axe des Ellipsolds 
aufserhalb desselben schneide, oder innerhalb. Im ersten Fall erhält man 
den Werth von C aus (27. $. 2.), wenn man Z durch e daselbst dividirt 
und (f|, wofBr ich jetzt a setzen werde, als eine Ordinate von Bw betrachtet; 
in dem zweiten Fall hat C fflr alle Elemente diüf welche innerhalb des El- 
lipsolds liegen, einen constanten Werth, den man ans (27. $.2.) erhält, wenn 
man üq in dem Ausdruck — Z statt Oi setzt, wo a^ sich auf das gegebene 
Ellipsold bezieht; fflr die Elemente dw aufserhalb des Ellipsolds gelten in diesem 
Falle dieselben Wertbe von C, wie im erstem. Ich setze dw=^nd.{p?'\-(P) und 

a'J^fP = A^(-l-a^)(l-Ai^), / = -iVA.% 
woraus sich 

dw = _27i(A»a+^)öa 
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e^giebL Wenn die Kreii-Ebeiie Ae Axe tobelrhalb des EUipsoIda schneidet, ist 
demntch 

wo die untere Grenxe der Integretioa iJ_a ist, die obwe a, wenn a die 
negative Wurzel der quadratischen Gleichung 

26. T^-^ = Ä' 

ist, in welcher R den Haihmesser der Kreis-Ebene, nach weldier integrirt 
wird, beseichnet. 

Schneidet die Kreis-Ebene die Axe innerhalb des Ellipsolds, so hat man 

27. JCdw^-} ' '^^'' \—Ji. 

Aus (25.) erhilt man 

J. = 4«'«.W-i)j(o>-l)(»M-^)(-i-ilo,f±|) 

und aus (27.) 

J, = 4«•.^,(.«-l■)|(o•-J)(>'+^)(4— iIo«j±T) 

WO o^ die negative Wurzel der quadratischen Gleichung dieser Gröfse in (26.) 
ist. Durch die Form, in welcher das letzte Glied in J« geschrieben ist, ist 
angegeben, dafs dasselbe sein Vorzeichen mit y nicht Ändert 

Mittelst dieser Ausdrücke ist es nun leicht, die Werthe von P in (24.) 
zu bilden, wenn man berücksichtigt, dafs das Integral /dv, wenn nur die 
untere Grundfläche der Spirale das Ellipsold schneidet, den Werth 

hat; wenn beide Grundflilchen dasselbe schneiden, den Werth 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd. XXXVU. H«ft 1. 7 
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and endiicb, wenn das EHipsotd ganz iiteerbalb der Spirale ttegt^ ton Wertb 

Jdv = -4«<(o5_l)i7-l. 
Man erhalt aUgemeio, wie auch die GrondflSchen der Spirale liegen mögen, 
wenn für & wieder sein Werlh ^ eingeführt wird: 



28. P = 



4 



X 



-r.(W-i)(i-+$)(i-i.»«^)+i(^'+*p) 



WO a^ und a; die negaüven Wurzeln der beiden quadratischen Gleichungen sind, 
welche man aus (26.) erhält, wenn darin respective y^^ und y^ gesetzt wird. 
Königsberg im August 1847. 
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De la sphere tahgente k quatre sph^res donnees. 

CPar Mr. J. A. Scrrei ä Paris.) 



I. 

Soit 

requation d'une sphere, quo je repriiäentepai, aussi ponr abrtger, par S^=0. 

Tappellerai avec Mr. Slinner, Pmssance d'un point par rappoH a une sphere, 

le carrö de sa distance an centre moins le carre du rayon; ensorte que iS 

represente la poissance da point {x, y, z) par rapport a la sphere dont S = 

est r^uation« Je representerai par p la poissance de Torigine, .et Ton anra 

tonjoiirs 

a^^i^^c'-r'' = p. 

U. 

Soient jS=:0, S' = 0^ les eqnations de denx spheres; reqnation 

S = S' 
est Celle d'un plan qo'on appelle plan radicat des denx spheres; ce plan est 
evidemment d'apres la definition precedente, le liea geom^triqae des points 
d'egale puissance par rapport aux denx spheres; il est anssi le lieu geomelriqne 
des points cooimons aux deux spheres lorsqu'elles se coupent, et dans toos 
les cas le lieu des points d'oü Ton peut leur mener deux tangentes egales. 

La Position de ce plan par rapport aux deux spheres, ne depend evidem- 
ment pas des axes coordonnees; et comme en preunant pour axe des z la 
droite qui Joint |eurs centres, Tequation i!^ :r= j$" se reduit ä la forme z=^Af 
on voit que le plan radical des deux spheres est perpendiculaire a la ligne 
des centres. 

IIL 
Soient Sx=0, S'^^O^ Sf"=t=0, les equations de troie spheres; les plans 
radicadx^ de ces tröis Sf^herM cMsiderees^^ deux a deux, änront pdur eqnations 

Ä=Ä', S=^S'\ S'=^JS". 
Ces trois plans ae coupent suivant nne mdme droite dont les equations sont 

«f = S' = vS" 

7» 
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et qa'on appelle axe raüad des troif apherei. Cet axe radical est )e Uea 
des points d*6gale paissance par rapport aox trois spheres; il est d^aiUears 
eyidemoieiit perpendieulaire aa plan de lenrs centres« 

Ce qni precede exige qne las centres des trois spheres ne soient pas 
en ligne drohe; car si cela etait, les Irois plana radicaoz des spheres prises 
deux k deox seraient paralleles, et Taxe radical serait sitoe k Tinfini, on ponr 
mienx dire n'existerait plos; neanmoins tt poorrait arriyer qne ces trois plana 
colncidassent, et dans ce cas les trois spheres anraient un plan radical au Uen 
d*un axe radical. 

On peut aisement a Taide des principes de la göomitrie descripthre 
construire le plan radical de deux spheres et Taxe radical de trois spheres, 
mais je n'insisterai pas snr ces Operations graphiqnes. 

IV. 

Soient iS=0, iSf'=0, iS"=0, iS^^r^O; les eqnations de ipialre spheres. 
Les plana radicanx de ces spheres prises deux a deux auront pour equations 

ces six plana se couperont en un mönie point ijui aura pour equations 

Sf = «' = iS"' = S'^ 

C'est le point d^egale puissance par rapport anx quatre spheres, et qu^on appdie 
eetUre radical de ces spheres. 

Ce point sera toujours uniqne, a moins qoe les quatre spheres n*aient 
leurs centres dans un möroe plan ; dans ce cas il pourra arriver que le centre 
radical seit a Tinfini, ce qui signifie qu*il n^exisle plus; on bien ce centre sera 
remplace par un axe radical, ou möme par un plan radical, si les centres des 
quatre spheres sont en ligne droite. 

Dans le probleme dont nous allons nous occnper, nous supposerons 
d'abord que les quatre centres ne sont pas dans un möme plan, et alora les 
sphires auront toujours un centre radical uniqne. 

V. 
Seit toi^ours 8=^0 T^quation d'une spbere, et o?', /, z^ les coor» 
donnees d'un point quelconque de Tespace; on aait que \epkm poUnre de ce 
point par rapport a la sphere^ aura pour öquation 

On aait d^ailleura que ce plan n^est antra que le lieu gtemötrique des sommets 
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des ediies circonscrits i la aphere e^ dont les plana de eontaet avec cette 
deniiere passent par le point« 

Cette döfinition est applicable a toas las cas; on en dödoit aisöment qae 
si le point est hors de la sphere, son plan polaire est celoi des contacts de la 
sphere et des tangenles issues de ce point, et qne si le point est snr la sphere, 
il est anssi snr son plan polaire qni est Ini m£me tangent ä la sphere. 

VI. 

Soientfifs=0, 8'=0^ les eqnations de deux spheres; les centres de 
similitnde direct et inverse de ces spheres, anront respectivement poor eqnations 

Centre direct. Centre invmie. 



z 



"€ = -I-7(C'-C), «-C «= ^(C'-C). 



Lm plans polares de ces deoz centres de similitade relativeiDMit i la spbire 
8, anront respectivement ponr öqoations: 

a(a— «')a?+2(*--*')y+2(c-0«-(F-/»') 

= («-«')>+(ft-*')'+(«-«')'-C»--r'A 

2(a—a')»-|-2(»—*')r+2(c~<?')«— (;»—/»') 

= («-«')*+(*-*')'+(c~«')*-(r+ry-, 

on simplement 

S'-8 = J(r, Ol S'-S c= d(r,r^), 
en posant pour abriger 

Les plans polaires des denx mömes centres de similitnde, relativement a la 
spbdre 8^, anront övidemment ponr eqnations 

8-8' = J(r,r^), 8—8' = <J(r,0. 
Si les denx spheres etaient ext^rienres Tnne a Tantre, les denx centres de 
rimflitnde seraient les sommets de deux cdnes circonscrits a la fois anx denx 
spheres, et les quantitös dMgnees par ^(r, O, d(r,r^) seraient les carrees 
des parties des aretes de ces cdnes, oomprises entre les denx spheres. 



54 ^* Sirrtt, de la ipkire iangenU ä qwttre ephär^e damikdeii 

VII. 
Theoreme. 

Ite lieu g^melrique des pointe de eantaet de Fune quelcanque de 
traie spheres donnees avec toutee les spheree qm les touehent toutee tr&is, 
eet un peüt eercle de cetle epkere, dorU le plan est perpendiculmre au 
plan des cintres des spheres donnees. 

U est bien entendu dans cet enonce, que Tune quelconqae des trois 
spheres donnees doit 6lre tonchde de la meme maniere par toutes les spheres 
qne Ton considere. 

Considirons, pour fixer les id^es, la serie des sphet*es qoi töncbdnt 
exterieurement trois. spheres donnees dont les eqnatioos seront comme d^habitode 

8=0, S' = 0, S"^0, 
et designons par a, ß, y les coordonnies du centre de Tune des spheres tan- 
gentes 2, par (> son rayon, et par Xy y^ z les ooordonnees da point oa eile 
touche la sphere 8} on aura d'abord 

r r ' ' r ■' r ' r r 

puis comme la sphere S toache les trois proposies: 

(« -«)H(* -/3)H(c -rf-ir +p)» = 0, 
(«'-«)*+(»'-/?)'+(«' -y)'-(»^+(»)' = 0, 

(«"-«)«4-(r-/?)»+(c"-y)«-(r"+(»)^ = 0. 
De ces dernieres on deduit par la soostraction: 

|2(a-«')a+2Cft-Ä')/9+2(c-cOy + 2(r-r')p-(;,-p') = 0, 

Si maintenant on porte dans les öqnations (2.) les valenrs de a, ß, y troavees 
plos haut 9 on aura 

(p+r){2(a-Ä>+2(ft-y)y+2Cr-c^)tr-(/>-;,')} = Q.d{r,r^), 

(p+r){2(a-ii'')^+2(*-nr+2C^-0^-(^-r")} ^ (>^(r,0. 
L*61imination de (» entre ees ^atfons, conduit a la suivante: 

Sf—S _ S^^S 
"^^ J{r, H) — d(r, r") ^ 

qoi est bien röqualion d*an plan. 

n suit de la que les points de contact des trois spheres donnee« avec 

la Serie des spheres qui les touchent exterieurement tont^ trois, serpnt sur 

trois plans ayant pour öquations: 



I: 



4. 
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S'—S S"— S S^^JS' S—S^ S—S^' 9—8" 



Ges trois plans se coupent evidemment suivant la droite 

S =: S' = S" 

qui est Taxe radical des tro]3 spheres ; et comme cette droite est perpendicu** 
laire aa plan des centres des trois spheres, il s^ensoit qae ces trois plans le 
seront pareiUement 

Si Tune des spheres proposees, la sphere iS par exemple, devait 6tre 
enveloppee par la s^rie des spheres tangentes, il soffirait de changer le Signa 
de r dans les equations (1.) et (2.)^ ot par soite dans -toutes celles qne Ton en 
deduit; ce qai revient evidemment a remplacer dans les ^qnalions (4.) 

J{r,r') et ^(r,V') par c^Cr, r') et ^(r^). 
Si (es trois spheres devaient ötre enveloppees par ia s^rie des spheres tan- 
gentes, il fandrait changer les sigiies de r, r^, r^'f ce qni ne prodnirait anciln 
changement dans les equations (4.)» 

II resulte de Ik qae les ^nations (4.) s^appliqneront ä tons las cas, si l'on 
convient de remplacer la caracteristiqne J par f, lorsqne les spheres dont les 
rayons sniyent cette caractöristiqae, doivent 6tre tonchies de manieres differentes. 

Dans tous les cas les plans ainsi determin(&s, passent tonjonrs par Taxe 
radical des trois spbarea. 

vra. 

Probleme. 
Construhre une epkire tangente ä quatre sphere» donnies. 

Soient 

les eqnations des quatre spheres donn^es, et supposons pour fixer les idöes 

que la sphere cherch^e doiva toucber les proposees toutes exterieurement, ou 

toutos interieurement. 

Les lieux des points de contact da la sphere i9 et des series de spheres 

qoi toochent ext^rieurement ou interieorement cette sphere et daox des trois 

autres, ont pour equations: 

9—S _ S'^—S y— 5 _ S^—S $^—S _ S'^^—S 

J{r, r») ~ J(r, r")' /#(ryf') " J{r, r"')» J{r, r»') " d{r, H")' 

Geis (roia plans sa couperont suivant une mdma droite ayant pour öqualions: 

S'—S Ä^'-S s^^—s 



M 



J{r, r') — J(r, r^) — J(r, O 
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Gelte droite per^era la sphere, giniralement en demc points; Tim d*eiix 
sera le point de contact avec la spbere qui touche extörienrement les qnatre pro- 
posees; Tautre le point de contact avec la spbere qai les enveloppe tontes qnatre. 

La droite (n.) semble assez difficile a constmire k priori; mais on peut 
trouver trois points fort remarquables de cette droite; ce qui est plus que süf- 
fisant pour la d^terminer. 

l^ La droite (1.) passe evidemment par le point 
Ä = Ä' = S" = «'" 
qui est le centre radical des quatre spheres donnöes. 

2^ Elle passe aussi par le point dont les equations sont 
S'-8 = J{r,r^), S"^S = J{r,r"), S'"-S = J(r,f^"), 
et qni, ainsi que nous Tavons tu pröcedemment, repr^sentent les plana polafares 
relativement a la spbere S, du centre de simiiitude direct de cette spbere 
prise avec cbacune des trois autres. 

Llntersection de ces trois plana faciles a constmire, donne dono nn 
second point de la droite (!.)• 

3^ Enfin la mdme droite passe par le point dont les equations sont 

et qui representent les plans polaires parrapport aux spböres jS', 8'\ S"' des 
centres de simiiitude directs de ces spberes considerees separement avec la 
spbere S. 

Si la spbere ^9 ötant toujours toucböe extörieurement, quelques unes 
des trois autres devaient dtre enveloppies, nous avons vu que pour ces der- 
nieres, il fallait remplacer la caracteristique J par ^; ce qui revient, comme 
on voit, a prendre le centre de simiiitude direct, si les deux spberes doivent 
ötre toucbees de la möme maniere, et le centre de simiiitude inverse, si elles 
doivent dtre toucbees dilFeremment. 

De ce qui precede on deduit aisiment la construction suivante. 

DL 
Construction. 

Pour constuire une spbere tangente a quatre spberes donnees, dont les 
centres ne sont pas dans un möme plan, on cberebera les centres de simiii- 
tude de cbacune des quatre spberes avec cbacune des trois autres, et on prendra 
cbaque centre de simiiitude direct ou inverse, suivant que les deux spberes 
correspondantes devront 6tre touchöes de la mdme maniere, ou de maniere 
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diffdrentes; on constraira les plan8 polaires des trois centres de similitade ainsi 
determinös correspondants a cbaque spkere par rapport a cette aphire, et Ton 
obtiendra ainsi dana chaeuie d'elies^ an point qoe Ton Joindra a leor centre 
radicaL Les qaatre droitea ainai obtenaes coapöront les quatre spheres en 
hait pointa; quatre de cea pointa eonstitoeront mie Solution da probleme, et 
les quatre aatrea ane solotion semblable oa inverse. 

La aohition pr6c6dente sobsiste^ qaels qae soient lea raycms des spherea 
donnöes; et par conseqaent lorsqae les rayons de quelques unes sont nuls. On 
peut donc regarder comme rösoln le probleme qui eonsiste a eonstrnire une 
sphere tangente a n spheres donnies et passant par 4 — n points donnö«. D 
faut senlement remarquer que les centres de sioiilitude direct et inverse de 
deux spbires ^9 et 8* se confondent ayec le centre de Tune d'elles lorsqae le 
rayon de celle-ci s'annulle. 

X. 

Sl les centres des quatre spheres itaient dans an mdme plan, on ne pour* 
rait plus appliquer la construction precidente; mais dans ce cas la droite (1.) 
est perpendiculaire an plan des centres des spheres et rien n^eat jrios facile 
qae de döterminer sa trace sur ce plan. 

Soit pris ponr plan xy celui qui renferme les quatres centres, et soient 
C=0, C = 0, C'':==0, C''' = 
les iquations des grands cercles snivant lesquels le plan xy coape les spheres. 
Comme les coordonnies c, d^ d\ d^\ sont nulles, les equations de la droite 
(1.) on de sa trace sur le plan des centres, seront 

Ces Equations sont sur le plan xy, Celles du point ou se coupent les droites 
ayant pour Equations: 

a^C _ C^—C C'—ü _ C^'-^C C — € _ (T'^^C 

n est facile de construire ces droites qui ne sont autres que Celles qui 
diterminent sur la circonference C les points de contact de cette circonförence 
avec le cerde qui touche en m6me tems deux des trois autres cerdes C^ €/'^ 0'\ 
LMntersection de ces trois droites donne immidiatement la trace de la droite (!.)• 

Les Operations grapUques relatives a ce cas particulier s'effectuent sans 
difficttlti. 

Paris, Octobre 1847. 
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Note sur les fonctions elfiptiqües. 

(Par Mr. A. Ca^ley k Cambrid^re.) 



JSoit x^^-^ktxazmu et a==A;-f "j^: la fonctioB yAsinamnii (oü 'n est an 
«ntierj, peut dtre exprimie Sons forme d^une fraction dont le dönomlnatear est 
ane foncti^ rationnelle el entiere par rapport a a? et o. En «xpriitiant ce 
denominateor par z, on anra 

_2ii^(a»-4)g = 0. 

Cette eqoation est düe & M. Jaeobi. (Yoyes las daux mömoires „ Saite des 
notices sur les fonctions alliptiqpes'' t III p. 306. et t^IV p. 185*) 

En ßsaayant d'intögrer oette iqnatioa eomme aae saule, ordonn^ soivant 
les puissances de x, et en considörant .eo particulier le3 cas nr= 12, 3, 4 et 5: 
j*ai trovre qae ies differentes pnissanoes de a se presentent et disparaissent 
d'une maniere asaez bizarre. ( Voyea roon memoire ,^0n the theory of elliptic 
foBctiras'' Cambridge et Dublin Halb. Jenmal t. II p. 256.) J'ai reeonnu 
depois fue cela; vient de ce qne k valenr de z est eomposee de plusieurs ait ies 
ind^pendantes ; nne quelconqne de cea series ordonnde seien les puissances 
descendantes de a^ va ATinfini; mais en combinant tes differentes series, les 
termes qui contiennent les puissances negatives de a, se detruisent. Par rapport 
ä X «hacnne d& ees series ne contient que deil puissances paires et positiTesr, 
car les puissances negatives qui y entrent apparemment, se r^dnisent lovlomii 
a z6ro. En effet, on saüsfait ä requation (1.) en supposanl pour z utte ex- 
pffMsion db ta forme 

f20 z. = 2''^'-^''\a^'^^'>.Zo . . + (-l)^.2''<-^>-^^.a'<'^->-^.Z^ . . . 
(eil s aat arbitraire). Cela donne pour Z^ T^quation aax diff^rences melees: 

+[j,'(«>-i)»'+«*-^-(a»'-2)---s|!+:&]4z^, 

-128ii*t^(n-2*)-y4.2IZ^ = 0. 



Poor integrer celte öqnation, rapposons 

oji la MHUMtfon •« nif^OTU» ä <r et s'itemi deptds (r=r: jüs^^i a = ^. 
ToM» iMoelioB f«tl», et -ayant mts ponr phis de simpSdtd ft*— 2fi« s= 1, 
2n8 = ju, OB obtient ponr 2^ Texpresrion 

+<;(/» -t2y-4a+^)0*+2^-4a-t-l)Z;iI 
-16a(v--<y)[A/*-2(y-2)(il+/*)]Z;:5 = 0. 

En sapposant la. valenr de }EiS ^gale k ronilöf les valears de Z^ se 
troQvent conpletement ditenain^; maihenrensement laloi des eodfficients n'est 
pas en evidrace, exeept^ dans le cas de <t=0, on <T=sf. En oalenlant 
les termes snccesals, on obtient 

z, = (4a)'<"-»'>.a!»"* 

1 



— (4a)'<— ^>-». 



-j-l.«»"*+' 






— (4o)*<"-^>-»< 



+ etc. 
On anrait nne valenr assez g^nörale de z en mnltipliant les diff^rentes 
foneUons», cbacune par nne constante arbitrairO) et en sommant les prodnits; 
mais dans le cas actnel on z dinote le ddnominalenr de ^/k sinanintf. In valenr 

8* 



convenable de z ne rMuit ä 

9 S23: X|| jT ÄTj • • • jt Zg • • • ) 

oü IT est on nombre entier et positif, antra liro et ^n on ^(it— 1). On aora 
par ezemple dana le cas n == 5 Gm aigaea ötant toiia poaitifa ai n est imprir^ 
et alteraaüvemeiit poaiüfa et negatifs ai ii est pair), en sapprimant les pnissaaees 
negatives de a (lesqoelles s'entredötraisent): 

- (50a?*+ 125 aH^+ 300x«+ 275 a?-), 
z^ = 16a^x^-a(80ar-+20a:»)+(170a?~+62x»+5ar«), 
et dela: 
z = 1— 50«*+140«4r^ — (125 + 160a»)a?^+(368a4-64a»)a?«' 

-(3(K)+240a^)ar«* 4.360a jp«*~105a?»-80aa?"+(62+16a»)a?*' 
— 80aa?» + 5a?^; 
ce qui est effeclivement la valeur de z que j*ai troav^e dans ie mimolro dtö 
poar ce cas particulier. 

Chancery -Lane, 27 Dec. 1847. 
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Über unendliehe Reihen, deren Exponenten zugleieh 
in zwd verschiednen qnadratisehen Formen 

enthalten sind. 

(Von Hmn Prof. C G. J. JaeoK.') 



Einleitung. 



ifiwiieheii der Analysis und ZaUentheorie, welche man lange f&r völlig ge- 
trennte Disciplinen liielt, sind in neuerer Zeit immer hfiofigere, oft unerwartete 
Yerbindangen und Übergflnge entdeckt worden. Eine reichhaltige Qaelle gegen- 
seitiger Beziehnngen beider, welche noch lange nnerschöpft bleiben wird, ist 
die Analysis der elliptischen Fonctionen. Ich will im Folgenden eine An- 
uhl Formeki mittheilen, welche eine neue Anwendung dieser Analysis auf 
die Arithmetik gewähren, die Anwendung n Amiich auf die Simullanformen des 
zweiten Grades, in deneu gewisse Zahlenclassen immer enthalten sind. 

Das erste Beispiel von tiefer liegenden Setzen Aber die Eigenschaften 
solcher Simultanformen ergab sich aus der ersten Goa/Uschen Abhandlung Aber 
die biq[uadratischen Reste, welche von dem biquadratischen Characler der Zahl 
2 handelt. Aus den in dieser Abhandlung geftmdnen Resultaten folgt eine 
Beziehung zwischen den beiden quadratischen Formen 

aa-f266 und €€-{'44, 
in wdehen Jede Primzahl von der Form St-f- 1 gleichzeitig enthalten ist. Gayfs 
beweist nflmlich daselbst durch rein arithmetische Betrachtungen, 

dafii die Zahl 2, welche quadratischer Rest Jeder Primzahl von der Form 

8f-f 1 ist, auch ihr biquadratischer Rest ist oder nicht, Je nachdem bei 

der Darstellung der Primzahl durch die Form ^n-f 2dft die Wurzel des 

augeraden Quadrates a die Form 8i±l oder die Form 8i±3 hat. 

Durch andere von diesen ganz unabhAngige, aus seiner Theorie der Kreis«- 

theilung geschöpfte Betrachtungen, denen er Jedoch ebrafalls eine ariUimetische 

Einkleidung gab, beweist dann Gaufs an demselben Orte ferner auch, 

dafs die Zahl 2 biquadratischer Rest einer Primzahl von der Form 8t-f 1 
ist oder nicht, Je nachdem bei ZerfAUung der Primzahl in zwei Quadrate 
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die Wurzel des geraden Quadrates durch 8 dividirt aufgeht oder den 
Rest 4 lAfst. 
Die Vvgleichung dieser beiden Crilerien ergiebl de« Sal^^ 

daft bei der DarsteHong diner Primzahl von der Form 8r- 1 durth die 
beiden quadratisebei Formen aä-\'2bb 'WbA cv-fiftf^ wo ä die Wurzel 
des geraden Quadrates sein mag 5. immer gleichzeitig a die Form 8t + 1 
und d die Form 8t oder a die Form 81 + 3 und 4 die Form 8f -{-4 hat. 
Es war zu wflnschen, dafs dieser Satz unabhängig von der Theorie der bi- 
quadratischen Reste durch unmittelbare Betrachtung der Gleichung 

aa'\-2bb = ce^dd 

bewiesen, und dadurch das eine Crun/Srisohe Criterium auf das andere zurfick*^ 
geftthrt wfirde. Dies hat DiricMel in einer Abhandlung tfto 3ten Bandes de» 
Grelles Aen Journals gethan, wo er zugleieh Untersuchungen Ober die allgemel-< 
nere Gleichbng 

/^o -fit 66 =a= ee-^d'd 
angestellt hat. 

Der zuletfet erwchnte Satz kann auch noch auf eine andere Art aus-* 
gedrflekt werden. Da entweder -f« oder — n^ -je oder — r die Föhn 4r/i-f 1 
hat, femer aus der Gleichung 

p s= na-f 266 = cc-fdd, 

wenn p die Form 8t4-l hat, folgt, dafs 6 durch 2, d durch 4 aufgebt: so 
erhtit man aus diesen beiden Zerfällungen der Frimzahi p immer eine Gleichung^ 

(4m'4-l)^4.8n^V=i=(4m+l)^-fl&iiii=:.p, 

wo die Zahlen m und tn' positiv oder negativ sind. Der obige Satz besagt, dafs 
in dieser Gleichung m' und n gleichzeitig gerade oder* ungerade sind , oder 
dafs die Zahl m' -f n hnmer ff€raä€ ist Aus derselben Gleichung folgt aber 
auch unmittelbar, dafs iir* und m'-^-n! gerade sind, wenn p die Form löit-f 1 
hat^ und dafs m und fn! -{-n' ungerade sind, wenn p die Form 16it-f 9 hat, 
oder dafs die Zahl tn-f «»'-f^' immer gerade ist. Es wird dabir ztifolge 
des obigen Satzea. aueb ni-f>^+^' iöimer gerade sein, oder dieser Satz fol- 
gradermafsen ausgesprochen werden können, 

%ji>€nn eine Primzahl p von der Form 8t-f 1 durch die beiden ^a- 
dratischen Formen (4ifi-f' 1)' -f- 16it n und (4m' -f 1)M 811V dargesMU 
tmrdf so sind die beiden Zahlen m-f-n und n' immer gleichzeitig ge^ 
rade oder ungerade. 
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In dieser Gestalt findet man den Sati nach als ein CbröVar einer analytisolm 
Formel, welche sich aus dm Reibenentwicklnngen der Theorie der ellipüsehen 
Functionen ergiebt) imd in welcher ein# Reihe^ deren Exponenten die eine qua- 
dratische Form haben, einer Reibe gleiob wird| deren Ea^nenten iq der andern 
quadratischen Form entbalten-sind. Aus derselben QueOe fljefst eine grofse Anzahl 
ShnUcher Gleichungen, die Setze Ober die Eigenschaften quadratischer .Simultanfor- 
men ergeben, und u\ denen die Exponenten der Reihen in den quadratischen Formen 
a^'+y^, ^-f 3y^/ ^+^y^p ^+6// 2a?* +3/ enthalten sind. Einige solcher 
Gleidiungen lassen sich auch aufstellen, in denen die Exponenten der Reihen in 
hftheren quadratischen Formen, wie ar^'{-5y^, a^-\'7y^ enthalten sind: Die 
folgenden Untersuchungen sollen sich mit diesen analytischen Formeln und den 
danma folgenden arithmetischen Sfltceii: bescfacftifen. Da die Anzahl dieser For«^ 
inabi.begrinA scheint, so kann es Interesse haben, dieselben zu erschöpfen. 

Dia aftmmtlichen diesen Untersuchungen znm Grunde gelegten Entwick- 
hingen sind particulAre Falle einer Fundamentalformel der Theorie der efiipti- 
sehen Functionen, welche in der Gleidinng 

enMialten ist Diese Gleichung gilt fOr alle Werthe von z und für die Wertbe 
von ff. deren Mpdul kleiner als 1 ist. Man kann derselben yerschiedne Formen 
geben. Setzt man ^ für q, wo m «ine beliebige positive Gröfse ist, und 
gleichzeitig -f^^" ^^^^ --q^" für z, so erhAlt man aus ihr die folgenden bei- 
den Formeln: 

2. (i+r-")(i+^n(i-9^)(i+9*^")(i+^-)(i-^).. 

Seilt man m — ns^o, 2}i = ft, so werden diese Formeln, 

3. (1— 9*)(1— f"+*)(l— ^»)(1— 9»-+*)(l~9^+»*)(l— 9*-+»*) . . 

wo die ExpMiettten in den unendlichen Prodacten eine Reilie bilden, deren 
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erstes Glied a ist und deren Differenfen 

b, a, a, h, a, a, h etc. 

sind, die Exponenten in den Entwicklungen dagegen eine Reihe bilden, deren 
erstes Glied ist, und deren Differenzen 

a, b, 3a, 2b, ba, 3b, 7a etc. 
sind. Bezeichnet man die unendlichen Producte und Reihen durch die ihren 
allgemeinen Gliedern vorgesetzten Zeichen IT und JS, so kann man die For- 
meln (1.) und (2.) folgendermafsen darstellen, 

6. i7 {(1 + ^'»•+"-") (1 -f y^'-'-t-^") (1 — ^-'+^)} = :?y'"»*+« 

Hier sind dem Index t unter dem Zeichen II die Werthe 0, 1, 2, • • oo, unter 
dem Zeichen 2 dagegen die Werthe 0,+l, ±2,.. ±oo beizulegen, wie 
auch im Folgenden immer angenommen werden wird. Setzt man in diesen 
Formeln m^ tür m, 2mn für n, und multiplicirt auf beiden Seiten des Gleich* 
heitszeichens mit 9^"', so erhalten sie folgende Form: 

Von den drei einfachen unendlichen Producten, welche mit einander 
zu multipliciren sind, werden zwei einander gleich, wenn 6 = 0; es können 
die drei in zwei zusammengezogen werden, wenn b^=2a, oder in ein efai- 
ziges, wenn 6 = ii. Setzt man in diesen Fallen a = l, wie es unbeschadet 
der Allgemeinheit geschehen kann, und daher 

1. »1 = 1, n = 0; 2. m=2, ii = l; 3. m = |, n=i\: 

so erhalt man aus (5.) und (6.) die /Du/' particulAren Formeln: 

Die Zahlen 2t^-f t bilden, wenn man dem t alle positiven und negativen Werthe 
giebt, die Reihe der dreieckigen Zahlen. 

Wenn von den unendlichen Producten, welche aus (5.) und (6.) für 
specielle Werthe von tu und n hervorgehen, irgend welche zwei mit einander 
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iDiritiplidrt werden, so erhalt man dadnrch ein neues unendlichei Producta in 
dessen Reibenentwicklnng nur solche Glieder vorlLommen, deren Exponenten 
in einer bestimmten quadratischen Form zweier Variabein enthalten sind, welche 
Ansabl der Variabein der quadratisehen Formen ich Immer stlllsdiweigend vor- 
anssetzen werde, wenn nicht das Gegentheil bemerkt ist. So oft daher, was 
in einer grofsen Anzahl von Fällen geschieht, ein solches anendliche Prodnct 
noch durch die Mnltiplication zweier anderer in den obigen Ansdrflcken (5.) 
und (6.) enthaltner anendlicher Prodacte entstehen kann, werden durch die 
Entwicklung desselben Reiben erbalten, in denen die Exponenten der Glieder 
m zwei beeümmten quadratisehen Functionen zugleich enthalten sind. 

Zufolge ihrer Entstehungsart können diese Reihen durch zwei verschiedne 
Doppelsummen ausgedrfickt, und daher nach zwei verschiedenen Gesetzen ge- 
bildet werden. Nach dem einen erhalten die Exponenten der einzelnen Glieder 
eine andere quadratische Form als nach dem andern; wenn man aber in jeder 
Doppelsnmme alle Glieder, in deren Exponenten die quadratische Form densel- 
ben Werth erhalt, zusammenfarst, müssen beide Bildungsgesetze zu demselben 
Resultate führen, und daher sowohl nach dem einen als nach dem andern die 
Coöffidenten aller Glieder, in welchen die Exponenten nicht zugleich in den 
beiden quadratischen Formen enthalten sind, verschwinden. Wenn man hingegen 
die Coöfficienten der Glieder, deren Exponenten in den beiden quadratischen 
Föhnen enthalten sind, wie sie aus den beiden verschiednen Bildungsweisen 
hervorgehen, mit einander vergleicht, erhAlt man jedesmal einen ChnDchen arith- 
metischen Satz, wie oben für die beiden Zerrfillungen der Primzahlen von der 
Form 8t-|-l aufgestellt worden ist. 

Durch die Herleitung dieser arithmetischen Sfitze aus den analytischen 
Entwicklungen wird aber nicht allein der Vorrath der arithmetischen Beweis- 
mittel vermehrt, sondern es werden dadurch auch die Sfitze selbst in einer 
neuen bemerkenswerthen Form gefunden. Schon in einem früheren FaHe, in 
welchen sich ein arithmetischer Fundamentalsatz als Corollar einer efliptischen 
Formel ergab, erhielt zugleich dieser Satz eine wesentlich verschiedene Fas- 
sung, die ihm eisen allgemeineren Character und eine erhöhte Wichtigkeit gab. 
Der Satz nfimlich, 

dafs für jede Zahl P, die nur Primzahlen von der fbrm 4t-f-l zu 
Theilem hat, die Gleichung jra:-f yx = ^ BO viel Lüsungen in ganzen 
positiven oder negativen Werthen von x und y verstattet, als die vierfache 
Anzahl der ungeraden Factoren von P betrügt, 

Crelle^s Joornal f. d. M. Bd. XXX VII. Heft 1. 9 
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•rgiebt sich aii5 der Theorie der elliptischen Fonotiöiien in der allg^neinem Ponn, 
daf$ für Jede beliebige ZaUP die Gleichung a7X-{-yy- = P m viel Lö- 
sungen in ganzen positiven oder negativen Werthen von x und y ver- 
stattet, als der vierfache Übereehufs ietAnzM der Factoren der ZahlP 
von der Form ii-^-i Ober die Anzahl ibretr Fbctoren von der Form 4i-^3 
betragt *). 
Diese verallgemeinerte .Form des Satzes Ober die Anzahl der Zusammensetzun- 
gen der Zahlen aus zw4 Quadraten verstattet es, von ihm aus ^a Sätzen Aber 
die Anzahl der Zusammensetzungen der Zahlen aus rtVr Quadrateü aufzusteigen. 
S. Crelle's Journal ll^er Theil S. 167. Anwendungen Ähnlicher Umformungen 
auf tiefere arithmetische Sätze findet man in d^r berühmten Abhandlung: Sttr 
diverses application$ de Üanafyse infinilesimaie ä la theorie des notnbreSy 
im 21ten Bande desselben Journals S. 3. 

Als Beispiel der allgemeineren Fassung , in wielcbef die Sätze über 

Simultanformen durch dieAnalysis der elliptischen Functionen gefunden werden^ 

will ich die Erweiterung anfahren, welche der oben aufgestellte Satz erfährt^ 

4afs in den Simultonformen (4m-|r1)'^+16»» und (4m'-{'if'\-8n!n', 

durch welche man jede Primzahl von der Porm 8f-|rl darstellen kann^ 

die Zahlen f/« -[ n und n' gleichzeitig gerade und ubgeräde sind. 

In der Form , wie er aus der analytischen Formel, hervorgeht, heifst dieser Satz t 

fiir jede beliebige Zakl P beltägt der ÜbersüAufs der Anzahl der Lo'i 

sungen der Gleichung 

P = (4m + lf+16it«, 
in welchen m-f^ gerade, über die Anzahl der Lösfmgen, in welchen 
r/i-f n ungerade ist, eben so viel als der überschufs der Anzahl der 
Lösungen der Gleichung 

P =- (4fii'-f 1)^4- 8 n'n', 

in welchen n' gerade^ über die Anzahl der Lösutigen , in welchen ri 

ungerade -ist 

Der wesentliche Character dieser Erweiterungen besteht darin, dafa die 

nur fflr eine besondere Classe von Zahlen geltenden Sätze durph andere ersetzt 

werden, welche auf alle Zahlen Anwendung finden, für jene besondern Classeh 

yon Zahlen die tiefer liegenden Eigenschaften, welche man bemerken will, 

herausstellen 9 fflr alle andern Zahlen aber sich auf einen elementaren Inhalt 



*) S. Fund. N. Tb. F. Bit. pag. 107. 
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reduciran. Wenn gewisse .Zählendassen gewisse ZerftUungen verstatten^ so 
ersetzt man die Zahlen, welche die Anzahl dieser ZerftUnngen bestimmen, 
durch Überschösse, welche sieb fär die besondern Classen von Zahlen auf die 
Anzahl ihrer Z^rfällungen rednciren, und ffir alle andern Classen verschwinden. 

Ich habe im Folgenden die sich aus den analytischen Entwicklungen 
ergebenden Eigenschaften der Zahlen auch aus bekannten arithmetischen SStzen 
abzuleiten gesucht, wodurch man jedesmal ffir die analytische Formel einen 
rein arithmetischen Beweis erhfilt. Wenn diese arithmetischen Beweise der auf 
anl^Iytisfchem Wege gewonnenen Resultate keine wesentlichen Schwierigkeiten 
darbieten, so sind sie docb bisweilen compiicirter Tfatur, und erfordern eigen- 
thamliche Gtassificationen der IZahten, welche vielleicht auch in andern Unter- 
suchungen von Nutzen sein können. Es verstallen diese Beweise oft eine 
gewisse WÜlkflr in der Wabl der Methoden der Behandlung, so dafs sie leicht 
variirt werden können. 

Ich bemerke noch, dafs bei mehreren der hier belfandetten Entwicklungen 
eäfpftseher fteihen fitr die Vorzeichen der Glieder solche Gesetze gefunden 
werden^^ dafisr man sie dufcfi Gi^ößen ausdrflckeh kann, wefche von den biquadra- 
tÜiichen Characteren der Zahlen abhängen. Man gelangt so a posteriori zu den 
ersten merkwflrdigen Beispielen der Einführung der biquadratischen Reste in die 
Entwicklungsgesetze elliptischer Reihen mit beliebigem Modul. Die Gröfsen 
durch welche sich die Vorzeichen dieser elliptischen Reihen unmittelbar aus- 
drfld^en lassen, sind die nAmlichen, welche durch ein von mir in die Theorie 
der Fotenzreste eingeführtes besonderes Symbol besteichnet werden, wodurch 
die Darstellung dieser Reihen an Einfachheit gewinn!. 



9 



Ziisiiinnieiisletluiig der analytischen Formeln. 



In dem 16ten Capitel der Einleitung in die Analysiä des Unendlichen, 
welches ron der -TheUuhjf der 2^hUn bandelt v \i9X ISuhr das unendliche 
Product 

dessen EntwicklungscoSfficienten bestimmen, wie oft eine gegebene Zahl in 
beliebige ungleiche Zahlen oder in gleiche und ungfcSche ungerade Zahlen ge- 

9» 
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(heilt werden kann, Behafs der Erforsohong dieser Codf&cienten nntersaoht, 
und dasselbe bei dieser Gelegenheit dem Bmehe 

1-7— V*+7* +7*— '.''*-9'*+v"+7**— ••• " 2'(— 1)'7«»"+''> 
gleich gefunden. EuUr ersetzt nfimlich das unendliche Product durch den Bmdi 

dessen Zähler aus dem Nenner durch die Verwandlung von ^ in f' erhalten 
wird; für den Nenner aber findet er die in dem Nenner des vorstehenden Bmchs 
befindliche Reihe, deren Glieder zn Exponenten die fünfte/eigen Zahlen, vor- 
und rflckwArts ins Unendliche fortgesetzt, und abwechselnd die Coiffidenten 
4-1 und —1 haben. Die eben angegebenen elliptischen Formeln lehren aber, 
dafs man fflr dasselbe unendliche Product noch »eehs Ähnliche Brfiohe, wie 
der von Euler gefundene, hat. Um diese demselben unendlichen Product 
gleichen Brfiche zu erhalten, stelle ich dasselbe auf verschiedene Arten als 
QuoUenten zweier anderer dar, welche in den allgemeinen unendlichen Pro- 
ducten (1.) und (2.) enthalten sind. Dies geschieht mittelst der folgenden 
Formeln: 

I. 

— (l~7*)(l~7*)(«-7')(l-7*)- 

— (l_,) (1^^.) (!_,., (l_,«)... 

— (l_,')(i-,«)(i_,')(l-7')(l-7*")(l-7")" 
__ «-7)(i-7')(l--7')(l-7*)(«-7')(i~7').- 

(t-f 7)«--7*)(l+7*)(l-7*)(l + q')(l~7')... 

— (l-7T(i-7')a-7')'(«~7')(«-7")*(*-0- 

— (t-a*)«-7')«~7")(i~g")(l-f")(i-0... 

— (i~ir){i-^^)(i-V«)(i-i')(i-V)(l-7*)... 

_ (t+q)(< + 7')(l'-7')« + <«)(l-l-7M(l-g')... 
---(*-V)^l-7-)(<--7')*(i-J")(<-7")M-7'T.. 
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Wegen der anfachen Reibenentwickliuig, deren die elliptischen nnend- 
lieben Prodncte 

(1 ±r"*)(l ±?""*-'')(l— y"")(l±^"")(l±9^"^")(l-^^") . • 
= n{\ + y*"«+'*-«) (1 ± ^'+'"^"'•)(l — ^-•'+'^)| 

snfolge der Formeln (1.) und (2.) oder (3,) nnd (4.) fshig sind^ kann man 
sie gleichsam als Elementarfunctionen betrachten, und andere unendliche Pro- 
ducte aus ihnen insammeneuseteen snchen. Die vorstehenden Formeln lösen 
die Aufgabe, das von Euler betrachtete unendliche Prodnct 

durch diese elliptischen unendlichen Producte darzustellen. Man sieht, dafs 
diese Aufgabe mehrere Lösungen hat, indem man das vorgelegte unendliehe 
Product durch die Formeln (I.) auf sieben verschiedne Arten als Quotienten 
zweier solcher elliptischen unendlichen Producte findet 

Die Factoren der elliptischen unendlichen Producte, welche die Zfihler 
und Nenner der Formeln (I.) bilden, sind so geordnet, dafs die Exponenten der 
Potenzen von f fortwährend wachsen. Die Vorzeichen dieser Potenzen sind 
in den Nennern immer — , wie in der Formel (1.); in den ZAhlern dagegen 
entweder ebenfalls alle — oder abwechselnd in zweien Factoren 4* ^^^ ^^ 
dritten — , wie in der Formel (2.). Nur der ZAhler des vierten Bruchs macht 
dne Ausnahme, indem derselbe aus (1«) oder (2.) durch Annahme specieller 
Wertha fOr m und n nicht unmittelbar hervorgeht, sondern aus dem den Wer* 
then IN s=:|, n = i entsprechenden Product /r{l— y'"*"*) durch Änderung von y 
in — 7 erhalten wird« Durch diese Änderung wird die letzte der Gleichungen (9.)9 

in 

10. /7{(1 + ^0 (1 — v^*)} = Si^-lf^'-^'^ ^«+''> 
verwandelt, oder in 

11. (i+f)(i~»')(i+^)(i-/)(i+^).. 

= i+y-^^-^-^»~y«+y»+^4-^+f»-.., 

in welcher Reihe nach den beiden ersten poritiven Gliedern abwechselnd rter 
negative nnd vier positive folgen. 

Wenn man die beiden ersten Factoren der elliptiaehen unendlichen Pro- 
ducte mit 

(i±«r)(i±«r+*) 
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Zähler: a 


2 1 l l" 4 i § 


tn 


A ;! .i 2 1 1 4 1 6 


n 


Senner: a 


12 12 13 1 


tn 


h 


1 «^ Ü 2 4 


n 



beseichnet, so werden diaWerthe von nvaiA b oder von iii = a-f |.i,* n = ^b 
fOr die Zfibler und Nenner der Formeln I. durch folgendes Tahlean gegeben«: 

IL 

3 2 f t 6 I 6 
1 1 i i 2 i 3 

13 12 2 3 3 
i 1 1 2. 

Die FSlle, in welchen immer zwei Vorzeichen 4-, das drille — sind, habe ich 
bei den Zählern von den Fällen, in weichen alle Vorzeichen — sind, durch 
übergesetzte Sternchen unterschieden. Das doppelte Sternchen bezieht sich auf 
den besondern Fall des Zählers des vierten Bruches, wo die Vorzeichen der 
Potenzen von q in den einzelnen Factoren abwechselnd -j- und — sind. Man 
erhalt aus den angegebneu Werthen von a und b die Reihe der Exponenten 
difrch ihre ersten Differenzen b, a, a, b, a, a ete. 

Bezeichnet man die elliptischen unendlichen Ptoducte durch die ätl^e^ 
mrinen Ausdrucke ihrer Factoren, wie in den Ponmeln (5.) und (6.), so 
erhilt man aus I. die folgenden Gleichungen . deren RichtigkeÜ ganz von selbst 
in die Augen ftUt, wenn mian nur die eine Hfllfsgleichung 



„i(,+,...,(l-,-))=^Sa:^2n^ 



= 1 



benutzt: 






III. 



,i+i) • • • 
_ fl-{(l+7"-^^)(l-g*'-<-*)| 

/Z{1— 7»*+») 

y/{(i—«/»'+*)'(i— //*'+*)} 
_ /y{(i+^+^)(i-^</"t')} 

~~ JT|(l—'/*'+*j*(l*- '/*•+*)} 

_ //(l— «y*'-»-*) 

— /Z|(l-./«+'Hl-V'-^*)j 

— ji{(i-^+'")(i-,«t^)(i -^^+*)} 



3. 



6. 
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Man kann bemerken, dafs alle diese Brüche im ZShler oder Niuiner odcfr 
in beiden einen der fOnf in den Formeln (9.) angegebne^ parliculAren Aus- 
drücke eQthaltra:9 in welchen von den drei einfachen nnendlichen Prodncten 
yon der Form /7(lct^'^^)r durch deren. Holliplication jedes der ellipÜscheQ 
unendlichen Producte (l.> oder (2.) gebildet wird, entweder zwei einander gleich 
sind, oder zwei oder auch alle drei in ein solches einfaches unendliches Frodnct 
zusammengesogen werden können. 

W^nn m<in yon diesen Zusammenziehungen keinen 6d>cauch macht) 
so kann man die unter dem Zeichen II befindlichen atljfemfißefi Auadrflcke 
der Factoren der elliptischen nnendlichen Produtte ms» ihren 4rd ersten 
JFactaren erhalten, indem man in diesen drei Factoren zu den Exponenten 
von 7 das Profluct des Index i mit dem im dritten: Factor befindlichen Expo* 
nenten hinzufügt, 'wie dies die Vergleichung der Formeln (I.) und (III.) vor 
Aug^n legtr Nur in dem Zfihler des vierten Bruchfl müssen wegen der bc- 
sondern Beschaffenheit desselben die Potenzen von y in den einzelnen Factoren 
noch mit (—1) mulliplicirt werden. Man erhftlt dann zufolge der angegebenen 
Regel aus. den drei ersten Factoren (1 -f 9)(1 — f^)(l -f y') das unendliche Prodnct 

/7{(.i +(_i)y«>0(i-(-t)y^^O(i +(-r;y«^0}. 

oder wenn man für i einmal alle geraden und dann alle ungeraden Zahlen setzt. 

wie in (m.)« 

Die Reihenentwickluntren der eUiptischen nnendUchen Producte der hier 
betrachteten Art erhfilt man ebenfalls leicht aus ihren beiden ersten Factoren 

(l + rX^-^rr^") oder (l_y«)(l_y-^^). 
Ans den Formeln (3.> und (4.) der Einleitung erhellt nSmlich, dafs die Ex- 
ponenten der Potenzen von f in diesen Entwicklungen eine Reihe bilden, 
deren erstes (^lied ist ^ und deren erste Differenzen 

a, b^ 3a, 2b, ^a, db etc. 
sind. Zofoige der Fohnelii (5.) und (6.) wird das allgemeine Glied dieser Ent- 
wickhingen 

yK«+>fc)*'+»A' oder (— l)»^«^*)*'-^*«, 

und man erhiU ans demselben die einzelnen Glieder in der Ordnung^ wie die 
Exponenten von 9 <der.Gröfse nach auf einander folgen ,. wenn man dem In^ 
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dex t nach einander die Werihe 

0, —1, +1, —2, +2, —3 etc. 
beilegt. Die Coefficienten der Potenzen von g vom zweiten Gliede an werden, 
wenn die beiden ersten Factoren des nnendliGhen Products (i—q'')(l—^'^^) sind, 
abwechselnd —1, —1 nnd -fl^ +I9 oder, wenn dieselben (l-f^Kl+f***^*) 
sind, alle -f 1. Wenn 6 = 0, werden vom zweiten Gliede an immer zwei 
aufeinander folgende Glieder der Entwicklung einander gleich, und können 
daher in ein Glied, das den Cofifficienten —2 oder -{-2 erhält, zusammen- 
gezogen werden. 

Es ist im Vorhergehenden immer angenommen, was unbeschadet der 
Allgemeinheit yerstattet ist, dafs a und b positiv sind. Betrachtet man nfimlich 
die allgemeine Form der elliptischen unendlichen Producte (1.) und (2.) 9 
/7{(1 +^'"''+'^)(l ±^'"'+'"+'')(l — y''"'+''")} , 

in welcher m immer positiv sein mufs, weil sonst die Factoren nicht convergi- 
ren, so kann man darin auch n immer positiv annehmen, da das Product ungefin- 
dert bleibt, wenn man it in — n verändert; es wird daher auch b = 2n positiv. 
Es kann endlich auch n<C»> oder m — n=^a positiv angenommen werden. 
Denn setzt man in dem vorstehenden unendlichen Producte fi-f 2Ariyi statt n, 
so erleidet dasselbe keine weitere Veränderung, als dafs es mit einem Factor 

roultiplicirt wird. Man kann daher n immer kleiner als 2 in annehmen. Ist 
n kleiner als 2 m, aber gröfser als m, so kann man n-f-m fflr n setzen, wo 
n<im. Hierdurch aber verwandeln sich die unendlichen Producte 

iT(l ±^»"'+'»-"), 77(1 ±^'"'+'«+") 

in 

(1 ±y-")/I(l + y^'+'-+-- »), (1 ±y*)-*/I(l ±^-»'+— r«.«))^ 

und daher die elliptischen unendlichen Producte (1.) und (2.) in andere, in 
welchen blofs m — it fflr n gesetzt ist, abgesehen von einem Factor ±9*", mit 
welchem man noch zu nluUipliciren hat; die Gröfse m — n ist aber positiv und 
kleiner als m. Es können daher in allen Ffillen die elliptischen unendlichen Pro-» 
ducte (1.) und (2.) auf solche zurflckgefOhrt werden, in welchen n positiv und 
kleiner als m ist, und daher a=:rn — n, b^=2n positiv sind. 

Vermittelst der obigen Regeln ist es leicht, die Reihenentwicklungen 
der Zähler und Nenner der Brflche anzugeben, durch welche in den For» 
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melaCL) das Bulenche anendtiche Prodnet aosgedrflekt worden, ist. Es ge- 
nfigt biezn, die beiden ersten Factoren jedes Zihlers und NMiners, oder auch, 
wenn man will, das Tableau der Werthe von a und b in (II.) %n betrachten. 
Nor für den Zfihler des vierten Braches, der von etwas abweichender Be- 
schaffenheit istv nnd noch die Andemng voll if' In — ^ erfordert, hat man steh 
der Formeln (10.) und (11.) zu bedienen. Man erhftlt hieraadi die folgenden 
AnsdrOcke desiStilfrscben Products, von denen der erste der von Evief selbst 
gefundene ist: 

IV. 



<l + y)(l+^f»)(l-f^)(l+V)... 



1. 



2. 



4. 



6. 



— i-_29+29*— 29'+29"— ... 
i—2q*'{-2q^*~2q"-\-2if"—... 

jCwfer benutst am angefflbrten Orte die von ihm gegebne Formel 

um ffir die Coöfflcienten Ci ein recnrrirendes Gesetz zu erbalten. Solcher 
recurrirender Gesetze fOr die Gröfeen C; findet man durch die Formeln (IV.) 
sieben verschiedne. Das bequemste gewahrt der vorietzte der Erflehe (IV.). 
Derselbe giebt den Satz: 

Wenn C, die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl t in beliebige angleiche 
Zahlen oder in gleiche und ungleiche ungerade Zahlen bedeutet, so wird 
Ci = 2 {C<_ j -^ Cf_tt -jr Ci.^ — C|_,j -]• Ci^n — . .} , 

CrelU** JoTinud £ «L M. Bd. XXXVIl. Heft 1. 10 



S(-i)fq^»+i 

£(r-iyq»»^* 

— ü(-i)»V — 

^(_4)W«+»)flK»«+0 

— rpiT^s — 

£qHiä+o 

— ;?M)V* — 
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wo nuöi, W60II t die Form ^{3nii±nf bat, rechte Tom GleidilieitoseicbeD 
noeh -f 1 faiiisiifiBgen mnh. 

Naeh der i^l^rsdien Recarsionsformel wird jeder Coöflicient C^ doroh on- 

gafiüir y-^, nach der yor8tehmde& Reeondoiiafonnd dnrdi imgt^Uir Vy yor- 

hergehende Coöffidenlen geftinden, eo dafo man nach der letsiem Jeden 
Coifficienton ans ungefähr ^8 mal oder nur ans heinahe drwhuü so wenigen 
Yorhergehenden durch Addition und Subtraction xusammenxnsetaen hat ' 

Wenn man die beiden ersten oder den ersten und dritten von den sieben 
Brfldien (lY.) mit einander muitiplidrt, so erhalt man iwei Brflche ahnlicher 
Art auch fflr das Quadrui des iSailsrschen Producles: 

V. 

{(i+f)(«+^)(i+^)(i+/)-}V=- ^(t+^^^^f 

Wenn man die drei ersten von den Brachen (IV«) mir einander mul- 
tipiidrt, erhalt man einen ahnlichen Brach audi noch für den CnkuM desselben 
Prodnctes* Man kann aber Air diesen Cnbos auch eine Darstellung durch einen 
Bruch anderer Art finden, dessen Zahler und Nenner iwar ebenfaUs unendliche 
Reihen sind, in denen die Exponenten von 9 eine arithmetisdie Reihe x weiter 
Ordnung bilden, die CoMdenten aber nicht mehr der podtiven oder negativen 
Einheit gleich, sondern, abgesehen vom Zeichen, die Glieder einer arithme- 
tischen Reibe der ersten Ordnung dnd. Man erhalt diese Darstellung mit HOlfe 
der in den Fund. pag. 185 (5.) gegebenen Formd, 

und der daraus durdi Verwandlung von f in ^ ahgddleten. iDemacb wer- 
den die beiden Ausdrflche fflr den Cukue des JSvJ^rscben Productes: 
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VI 

Wenn BMI in diesar iui4 de« TorhergebeBiien Fornda die Zibler nnd Nenner 
mit eiBend«> Terteofdit, so erhilt man die AasdrQcke fttr das nnendUciie Prodnet 

(l-f)(l-t»)(l-f»)(l~^').., 
so wie fSr edn Qoadrat and seinen Coltnt. 

lob wiU Jetst das nnendlidie Prodoel, dnreh welehes Fond. S. 83 die 4te 
Wnnei des Conplenieats des Modols der eittpüsohen Funottonen ansgedrO^ wird, 

als QnolieiitMi sweier elüptiselien anendlidieB Prodaete von der liier belracli- 
teten Art darstellen. Es kann aneh dies auf mebrwe Arten geschehen, wie 
ans doi folgenden leicht an bewdsenden Formeln eriieDt: 

va 



(i-y)«(i-y«)(i-y')«.. __ i7{(i-<r"-«-y(i--<f^«)t 



3. 
3. 



IMe Zlhler nnd Nenner der vorstehenden vier Brflche, dnroh welche das yor^ 
gelegte nnendliche Prodact ansgedrflckt werden kann, gebAren simmtUdi an 
den dliptisdiea anendliehen Frodneteo, welche in den Formdn (9.) entwickelt 
sind, anfter dem Nenner des ersten, der noch die Verwandfamg von y in — q 
erfordert, und in der Formel (10.) oder (11.) entwickelt ist Snbstitnirt man 

10 • 
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diese Reihenentwicklungen, die nmn nach mittelst der oben gegebnen Regeln 
ans den beiden ersten Factoren der nnendlicben Prodacte ableiten kann, so 
erhilt man die folgenden Formeln: 

vni. 

= i-\'hHW>+-' ^^ — " ... 2. 

_ i-2q-\-2q*-'2q' + 2q**-.. _ ^(-DV « 

~~ i-2q^^itq*-'W^+2q**-.. £{—iyif» - O. 

Die beiden letzten Brfiche können aus einander doroh die Betracbtting abge- 
leitet werden, dafs das vorgelegte Prodoet, wenn man y In — ^ verfindert, 
ien reeijHroken Werth annimmt Wenn man diose b^den Erflehe mit einander 
mnltiplidrt, so heboi der Nenner des ersten nnd der Zahler des »weiten ein- 
ander auf, und man erhalt fflr das Quadrat des vorgelegten Products oder 
fOr ifk^ den in den Fund. S. 184 angegebnen Ausdruck. 

Die 4te Wnrsel des Moduls selbst wird xofolge Fund. S. 89 (7.), 

Wenn man wieder das in y'S.yy multipUcirte nnendliohe Prodnct durch einen 
Brach ansmdrQcken sacht, dessen Zahler und Nenner su den ellipUschen un- 
endlichen Prodncten (1.) oder (3.) oder den daraus durch Verwandlung von f In 
— f abgeleiteten gehören, so kann dies durch die folgenden M«r Formeln geschehn : 

IX. 

(l+f)(«+f*)(Hf').. "" WTiF^ 
"" (l+f)(l-f*)(i+W.. ~ Äj(l+^M/(i^^,} • . . 1. 

~ (i+ixi+i-xi-f).- ~ mi+r^W==y^\ ' ' ''■ 
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HieräQs ergeben steh mit Hfllfe der Formdii (9—11.) die folgenden Tier 
Ansdrflcke von yk: 

— r* V» i_2,«f 2y»— .. -»(— 1)V*' • . • ö- 

Wenn man den sweiten und vierten Brach mit einander mnltiplicirt, so hebt 
sich der Nenner des sweiten mit dem Zfthler des vierten^ und man erbfilt die 
Fand. S. 184 fOr ^k gegebne Formel. Man sieht, dafs die fOr ^k und die fär ^A' 
geibndnen vier Brflche respective diesMen Nenner haben , was in den An- 
wendangen dieser Formeln von Wichtigkeit ist. 

Von besonderm Interesse sind in diesen Formeln diejenigen Brflche, in 
welchen der Zfihler aas demNenner, wie in IV (1.), X. (2.), oder der Nenner 
ans dem Zfthler, wie in YIII. (3.) ^ durch Verwandlang von y in 9^ erhalten wird. 
Wenn man nftmlich in solchem Brache wiederholt y^ fOr 9 substitairt, und die 
dadurch erhaltenen Resultate mit einander multiplicirt, so giebt die unendliche 
Multiplicatfön den Zählef oder Nenner des Bruchs. Zugleich wird durch dieses 

Verfahren aas Jedem Factor l-f*?'' ^>n Factor ,^ * Wenn daher, wie in den 

angafflhrlen Fellen 9 diese Brflche unendlichen Producten gleich sind, welche aus 
Faetoren. (1-f 9"")^' gebildet werden können, so kann man aus denselben so- 
gleich auch diejenigen anendlicheu Producte ableiten ^ welchen die Zahler und 
die. Nenner der Brflcbe filr sich besonders gleich werden. Diese Methode ist in 
der Theorie der elliptischen Functionen von grofser Wichtigkeit, indem sie dazu 
dient, aus den leichter zu findenden Formeln fOr den Modul die Faetoren- und 
Beibenenlwicklung des ganzen elliptiscben Integrals abzuleiten. 

Die im Vorhergehenden aufgestellten Formeln geben eine Gleichung zwi*- 
sehen Je zwei Brflchen, durch welche man dasselbe unendliche Product aus* 
gedrflekt hat. Aus Jeder dieser Gleichungen geht durch Multipliciren Aber Kreuz 
eine andere zwischen zwei Prodacten hervor, von denen jedes durch MultipUca- 
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tfoB %m6mt MfÜmkn wnmiädkmr ProdoMe oiar dl^liidiar «MadDkher ReOflo 
gabfldet wird, weldie ans (1.) oder (2.) ftr qmiflfla Wertbe tob « «»d « 
eriudten werden. Sddier GrleidungeB wird es flberiiMpt so Tiefe grten, ab 
ee onendlidie Prodwie giebt, die man mt Terechiedae Art ia xwei eü^s^e 
uaeDdlidie Prodacte voa der Form der aaeadBelMa Pfodade (1.) oder (3.) 
serfUlea kaaa. Kan wird 21 Gleidiange« dieaer Art aaa (TVO^ mm aeae 
aas (VnL) and zwei aadere aas (X), fecaar dme Gleiduuig aaa (¥L) er» 
lialtea. Die flbrigen Gleidraagea, wddbe aiaa aooh aas (TIIL), (X) aad (V.) 
ableiten kaaa, sind in dlesm enthaltea. 
Die Prodacte tob der f^na 

wdehe rieh aaf Jeder Seite des Gleldilieitsseicbeas der aaf die aagegebeae Art 
eriiaitenen Gleichaagea belade«, lUtaaen iunh Dopfel§uwmm tob der Forai 

dargestellt werden, in wdehen jedeai der ladioes i aad k iHe Werthe 0, ±1, 
±2^ ±8, etc. lakommea. In den bier and weiter aaten betracbteten Doppri- 
samnen dieser Art sind 2m and 2» and eben so 2m' and 2n^ ganse posittye 
ZaUen, aad awar gleichsrftig gerade oder nagerade. Das Zeidien ± erbilt 
in den versdiiedeaen Pillen Werthe von der Form 

Nar in des. einen Gleichung, welche aas dea Brachen X (2. 4.) entspringt, 
haben alle GUed« in beito Doppdsammen das Yoraeichen -f ; in diesem Falle 
werden die sJuseAieii Glieder der Doppelsammen identisch, wodm*ch die Gleichung 
einen ganx dementaren Character erhilL In allen Übrigen sind die quadratischen 
Formen, in denen die EiqKinenten der beiden einander gleichen Doppelsaamien 
enthalten sind, nicht Iquivalent, so dalb nicht Jede in der einen enthaltene Zahl 
nothwendig nach ia der aadem enthaltmi ist Es mflssen daher die Voneiehen 
der Glieder in beiden Diqppdsummen abwediselnd positty und negativ sein, damit 
sich in jeder dersdben afle Glieder, deren Exponenten nicht in beiden qnadrati- 
sehen Formen angleich enthaltmi sind, gegenseitig zerstören können. 

Zu den aaf die angegebne Art aus den obigen Formeln abgeleitelen 
* Gleichungen können nodi drm aadere etwas mehr verborgmie hinaugefülgt wer- 
den, mi welchen man durch folgende Betrachtungen gelangt 

Aus der Formel (5.) der Einleitang folgt fflr ai=:|, n^=s^ und filr 
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/r{(i-^)(i-.^)(l-^)) = jr(-.i)'^«'*^ö 

Die Mnltfplieatioii dieser beiden Fomeln ergiebt, wenn man die leiste der 
Gläehnngen (9.) benutzt, 

Es ist femer 
« JT{(1- ^t)(l- /'^Od -^^)) - flr{(i -^^*)(1 - /*+?) (1 - f^)] 

dnd daber, wenn man nacb einander in (5.) ms=34, iic=8; m=:4, ns=1; 
«isS) »ssl, nnd In (6.) »i=:8, iis=4 seist: 

13. iT|(l-^+*)(l-^^'} « ;F(_iy+»^'+^'+^» 

Ferner ist 

ir{(l-^^*)(l-^+*)(l-y«'-^«)«} 

« i7{(i-f»*0(i-f^")(i- q"^"^)} •/7{(i-^-^)(i- ^0 (1- y'''"''')} 

«/7|(l~/^-^*)(l-^+*)(l-/^)};/r{(l + 9HI^)(l^ 

and daber, wenn man nacb einander in (5.) iiis=6, n = 5; m = 6, itssl; 
«iB=8, n:=2, nnd in (6.) m = 12, a = 6 seUt/ 

14. i7|(i-.^0(i-y"^')(i-y^^"')'} = jr(-iy+»^'+«*"»^'+* 

Diese drei Formeln sind auf analoge Art gebildet, nnd entspredien respective den 
Zablen ft, 8, 18. Es scbeint nicht, Adh es noch mehrere Ähnlich gebildete giebt 
Die hier betrachteten Doppelsommm 

J5»4. ^•+»a»-».jii+ii'* 

werden disreb das Gesets der Vorseichen ihrer Glieder nnd dnrcb die quadra- 
tischen Formen definirt, fan welchen die Exponenten derselben enthalten sind. Der 
Character dieser Formen, in welchen 2fn und 2m' ganse pontive Zahlen sind, 
wird lumptsflchlicb von dem Producte 4mm' abhfingen, welches man von 
einem fuadratisdien Factor, wenn es solchen hat, befreit Ich will daher die 
Gleiebmigen, welche man swischen swei Doppelsummen der angegebnen Art 
findet, nach den Werthen, welche die tou ihren quadratischen Factoren be^ 
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freiten Zahlen 4 mm' in der einen nnd der eiideni Doppelranuae annehmen, 
in verschiedne Classen theilen. Es aoll hiebei mit 

(a^# y) 

die Ciässe bezeichnet werden, welche aHe diejenigen Gleichnngen nmfafst, fn 
denen der Werth von 4 mm' ffir die eine Doppelsnmme fi, f&r die andere v ist, 
oder sich von diesen Zahlen nur durch einen quadratischen Factor unterscheidet. 

Unter den zwischen Doppelsummen der angegebnen Art gefundenen 
Gleichungen können diejenigen als von mehr elementarer Natur angesehen wer- 
den, in welchen jti «= i^> oder in welchen 4 mm' fflr die beiden einander gleichen 
Doppelsummen entweder denselben Werth oder scwei nur durch einen quadra- 
tischen Factor unterschiedene annimmt. Von dieser Art Gleichnngen enthAlt 
die hier unten folgende Formelntabelle drei Classen (1, t), (2,2), (3, 3> 
Eine zu einer Classe (6, 6) gehörige Gleichung geht aus den im Vorherge- 
henden gefundnen Formeln nicht hervor. Die Gleichungen dieser drei Classen 
lassen sich alle unmittelbar beweisen, d. h. ohne dafs hiezu ein besonderer 
Satz der Analysis oder Arithmetik zu Ufllfe genommen zu werden braucht. 
Wenn solche unmittelbare Verification keine neuen merkwürdigen Resultate giebt, 
so gewährt sie das HHtel, zu Resultaten, welche auf einem sogenannten in- 
directen Wege, wie hier durch die Zerf&Uung der unendlichen Reihen in un- 
endliche Froducte^ in einem allgemeinem Zusammenhange, gefunden sind, anf 
einem elementaren und directen Wege zu gelangen. Man bewerkstelligt solche 
Verification durch eine Art von Synthesis, durch welche die auf indirectem Wege 
gefundnen Resultate auf reine Identitfiten zurflckgefahrt werden. Diese Syn- 
thesis ist in allen FfiUen, in welchen sie möglich ist, von Interesse. Die 
gefundnen Identitfiten geben nfimlicb entweder verborgne Eigenschaften der 
Groben, die oft einem heterogenen Gebiet angehören, oder, wenn eiei evident 
sind, einfache und directe Beweise nnd bisweilen neue Methoden. Übrigens 
sind gerade diese elementareren Gleichungen, welche den Classen {p^, /i) an- 
gehören, wichtiger Verallgemeinerungen fähig. 

Die Classen, in denen ,a und r von einander verschieden sind, oder 
in denen die W^r^be, die 4 mm' für die beiden einander gleichen Doppel- 
aummen annimmt, weder die nfimlichen sind, noch sich bloft durch einen qna^ 
dratisohen Factor unterscheiden^ sind auf den Fall bezfiglich, wenn die Ent- 
wicklung der unendlichen Producte nur solche Glieder giebt , deren Exponenten 
in zwei wesentlich verschiedenen quadratischen Formen zugleich enthalten sind« 
Man findet aus den obigen Formeln seche Classen dieser Art, welche den Com- 
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Maatioiieii je iweier yoa den Zahlen 1^ 3, 3, 6 entsprechen, und anfterdem 
noch eine Classe, welche der Combination der Zahlen 1 nnd 5 entBjiricht, aber 
nnr etM Gleidinng enthalt. Die hier folgende Fonnefaitabdle wird daher zdm 
Gassen Gleichungen enthalten, deren Character durch die Symbole 
(1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (1,3), 
(1,6), (2,3), (2,6), (3,6), (1,5) 
beidchnet wird. Bei Jeder Formel habe ich die Gleichung angemerkt, aus 
der rie erhalten worden ist. 



[In dm unmiUeken Produeten nnd dem Indw i die Wertke 0, 1, 2, 3 etc., 
te den D^ppdeummen den Indieee i und k üe Werthe 0, ±1, ±2, ±3 eie. 6ei- 
zulegen.} 

A. (1, 1). 

1. /r{(i+9«+7(i-«^+7} 

a. X7{(i-/^')(i~^)*(i-^)} 
=» ^(-1)'+»^+*»»+' « i(_iyy(««+«+*+») ....... IV. 1. 6. 

= X(— 1)'+»^»*'+»"+'^ = jr(-l)'^K«M-«»-M+«) ..... IV. 1. 7. 

= ^(-1)^»^+«»» = -r(— 1)*^" vm. 3. 4. 

«= X(-l)'+*^**^*+'' = JF(-l)»9»«+*»»+^* •) B. D. 

e J?(— 1)^^*^«+*"+*^^* sa^ J?(^l)'^»»+*»^'+« •. . . 13. 

7. /7{(1- «^+*)(1— ^+») (1- ^«)*} 
SS X(— 1)*+*/"+^+'+** = .2'(— 1)'^»»»»+»'+** 14. 

8. ir{(i-9*'*7(i-^7} 

» .5(4*+ 1)^"+***+*+* «= -rC-lA^A+l)«*^"** VI 

'•) Die Fonnel (A. 5.) ergiebt lich au der ConbimikMi <i«r FonMlB (B.) imd (D.). 
OnO»** Jwunl £ d. M. Bd. XXXTIL Haft 1. 11 
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R (2, 2). 

1. /7{(l-^+*)(l-^+«)«} 

= j?(-ty+»^»<»»+«>+*f.») = ^(_i)y+«»+» lY. 2. 3. V. 

= jr(-i)*f»<'»^»+^> = :s(-i)»^+«»»+« IV. 6. 7. 

C. (3, 3). 

= XC-DW+^+V"^"""'^'*^ • IV. 4. 5. 

D. (1,2). 

1. il 1(1 +v^'+»)(l-^"+»)»| 

= ;S(--l)»ia+«»»+* Vffl. 2. 4. IV. 2. 4. X. 3. 4. 

2. /7|(1— ^*'+»)(1-^'+*)»j 

__ j5'(__i)»fl»a+»w+'+» =_ jS'(__i)«+»^4«»+i+« 

== X(_l)'^»**tt+« IV. 2. 5. X. 2. 3. V 

3. niii—f+'Xi-^-^y] 

= X(-l)'+»fl^»»*+» = S(—iy^f^*^* VIII 2. 3. 

E. (1,3). 

1. nii—q+y 

= J?(_l)^»^-<*»+'+») = X(-iy+»y«'+"+' IV. 1. 3. 

2. n{\—f^y 

^ ^(-1)*+»^«^»+'+» = JP(-.iy^+«»+.+a») IV. 1. 2. 

P. (1, 6). 

1. izKi-^^ci-^)«} 

«r jr(^l)**»^»P»H«*iH»)j-X(_|)H-»^»«Mtt4i+» ... IV. 1,5. 
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G. (2, 3> 

= j?(-l)«'+«+»^+«*+'-) = jr(-l)»^+*»+« IV. 4. 6. 

2. i7{(l— y*'+7(l -|-9^+»)(l-^+*)(l— y^-'+^Cl— 9«+«)*} 

= X(-l)«'+»w-*^+«»+'+*»> = :&(_l)»/a+«»»+'' IV. 4. 7. 

3. /7{(1— f"'+»)»(l— 9»^+*)(l~9»«+«)(l— f»^(l— f»"*«)»} 

= ^(_l)«+»9»+»«+« == j?(_l)»9»(»«M^»+f+»») IV. 5. 6. 

4. ur{(l-.^)(l_f«*W)(l~^+»)(l_^'+«)(l-^*+«)(l-^+oj»j 

= JS(_l)*f»^4*»+ai+» -- j^(_l)»^8S+»«4a/+» IV. 5. 7. 

H. (2, 6). 

=— .^(-«iy+»9K»«+B»+») j_ J5(__l)»yK«i+M»+»') IV. 3. 6. 

2. /7j(t-.^+»)»(l-^+»)(l-^>»)(l-^)(l-^+»y(l-^+«)»| 

—a J5'(__l)»+»^»C»»+«»-M+«») e= J5'(— t)*^*»»*« IV. 3. 7. 

= .2'(— 1)»^+«»»+*+«») =^ .r(— l)»^«»w»t+i IV. 2. 6. 

4. iT|(l~^>')(l 4.^)(l-^^)(l-^+«)(l_^+«)»j 

=— .5(_i)»^+»»+>«'+* = jS?(_i)»^+»»-H+»» IV. 2. 7. 

l (3, 6). 

1. /7{(l-y«+»)(l-^+Y(l-^+*)»| 

«ii(— iy+*^'+^+'"> = X(-l)W'+»)+»^»(«»f«*»+D vra.1.3; 1.4; IV. 3. 4. 

2. /7|(l-f«+»)'(l-^')(l-«^*^)'l 

= X(-iy+»f»<»+^+**-"> « :s(-iy+»^»+«' X, 1.4; IV. 3. 5. 

8. ir|(i+^»)(i-^^)»} 

-SS j5'(__|)»^*+B»M-f+»» _, jp(_i )*»(»+») ^»+»1»+«*^) XI. 2. 

K. (1, Ö> 

/7|(l-y**-*)(l-V^*)(l-^)(l-f^)(t-^ri 

11 • 
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A Dinerkoog. Die drei Formelo A; (2), A. (4), A. (5) siod parti- 
colfire FaUe eioer 4Mßemeinem Formel. Mao hat nfioilich, wie sich aof deo 
ersteo Aoblick ergiebt, die folgende Gleichoog, 

iTj(l4^«+'--»)(l+^«'+"+-Xl-^'+^)} ./Z^ 

====/Tj(l— ^'+*-^)(l— ^♦*'+*"+^)(l— ^'•^)}.i^ 

woraos sich yermöge der Formelo (5.) ond (6.) der Einleitong die folgende 

Gleichung zwischen swei Doppelsommeo ergiebt, 

Die dr^i Formelo A. (2), A. (4), A. (5) werdeo hieraus erhaheo, wenn oiao 
respective m = |9 ii = l; »1 = 1, n = 0; ms=2) n^=si setzt 



Ich will ooch eioiges Ober die Art bemerkeo^ wie io der vorsteheodeo 
Formeotabelle die uoendUcheo Prodocte aosgedrOckt worden sind. Diese onend- 
liehen Prodocte können nfimlich aof mannichfache Art dargestellt werden, wie 
alle, welche dorch HolUplicatioo eiofacher ooeodlicher Prodocte yoo der Form 
II{i±^^^) oder ihrer Potenzen gebildet werden. Man bewerksteUigt ihre 
Transforroationeo, indem man die einfachen ooeodlicheo Prodocte 17(1 ±^''^^), 
welche ihre Factoreo bildeo, io mehrere Ähnliche ooeodliche Prodocte zerfAllL 
Dies geschieht mittelst der Fonoel 

16. /I(l±flf^+0 =^(l±V^'+'0/7(l±«^+*^0^(l±y'^ 

...7T(l±9^-KP-i)iH-/J)^ 

in welcher p eine beliebige positive ganze Zahl bedenteo kaoo, ond immer das 
obere oder immer das ootere Zeicheo zo oehmeo ist. Mehrere von den anendlichen 
Prodocteo, welche aos solcheo Zerfftlloogeo voo voo eioander verschiedenen 
unendlichen Producten 11(1 ±^'+'), /T(l±^+^), etc. hervorgehen, kann man 
dann bisweilen wieder omgekehrt mittelst derselbeo Formel io ein einziges ein- 
fiiches onradliches Prodoct zosämmeoziehen, Weon aos den vorgeoommnen 
Zerfftlloogeo zwei Factoreo /TCl+y-'+O^ 17(1— f*'+') entetehen, wird qan die- 
selben ebenfalls in ein einziges einfaches ooeodliches Prodoct 17(1 -r-^''*'^) zo- 
sammeozieheo köooen. Endlich wird man das Prodoct lT(l-f f"'+*')/7(l— f^'+«), 
welches der Eiobeit gleich ist, so oft dasselbe nach den geschehnen Zerfälloogen 
angetroffen wird, fortwerfen könnep. Durch diese Verfahmogsarteo kaoo man 
demselbeo Aosdrock ooendliob viele Formen geben, ond es werden bisweilen selbst 
die einfachsten Formen, welche derseÜe annehmen kann, noch so verschieden 
onter einander s^ können, dafiilhre IdentilAt nicht sogleich in die Aogeo spriogt 
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UiltOT den veneiliedDeD Formen, welche die hier betrachteten unendlichen 
FMduote durch die im ¥origen angedeuteten Zerfftllungen und Znnmmenxiehnngen 
erhalten, kann man einige als Narwuüformen ansehen. Es soll rin Ausdruck 

ans NstwMlfknrm kabsm, wenn 4U unsndlicksn Prodmcts n{\±ff^^^)^ 
i7(l± ^f^^O) ^'^« keins ffsmsinsehafUieAsn Faetoren oder mcM soUks Facto-- 
¥ms haben, diä sich nur durch die Vorzeichsn der glsichnamigen Potenzen 
wm f unterscheiden. Es werden dahw die arithmetischen Ri»iben , welche 
die Exponenten at-f /^^ o't^-/?', etc. bilden, wenn man der Grörse t die Werthe 
0^ 1, 2, 3, eta in inf. giebt, hinter von einander yerschiedene Zahlen ent- 
lihen mflssen. Hiesu ist erforderlich, dafs keine zwei von den 2kihten a, 
tf^ al\ ele. relative Primzahlen sind, und^ wenn f den grüfsten gemein^ 
s^aflHchen Thelter zweier Zahlen a und cl bedeutet, die entsprechenden 
Zahlen ß und ß', durch f dividirt, nicht denselben Rest lassen. 

Wenn mehrere von den einfachen unendlichen Producten, deren Potenzen, 
mit einander multiplicirt, eine Normalform bildm, in dieselbe Potenz erhoben sind, 
mtd es möglich ist, dieselben mittelst der obigen Formel (19.) in ein einziges 
einfaches unendliches Product zusammenzuziehen, so wird durch diese Zusam- 
menziehung die Normalform nicht aufhören eine solche zu sein, zugleich aber 
eine ßinfa.chere Gestalt gewinnen. Wenn keine solche Zusammenziehung einer 
Normalforin mehr Statt finden kann, wird man sagen, dafe sie einen einfach- 
sten Ausdruck haL In solchen einfachsten NormatfortMn sind die in der 
Formehltabelle enthallnen unendlichen Producle dargestellt worden. Es kann 
aber bisweilen mehrere einfachste Normalformen desselben unendlichen Pro- 
ductes geben, nnd es wird vorkommen können, dafs zwei einfachste Normal- 
formen auch dieselbe Anzahl Faetoren von der Form i7(l ±^^^'^fy haben. So 
wird z. B. das unendliche Product 

weldies bereits eine Normalform liat, in die beiden verscbiednen Formen 

zusammengezogen werden können, von denen jede eine einfachste Normalform 
ist, und aus derselben Anzahl einfacher unendlicher Producte gebildet wird. 
Es ist jedoch zu bemerken, dafs die unendlichen Producte der Formelnlabelle 
alle nnr die eine dort angegebne einfachste Normalform haben. 

SiDhIttt man die Einfachheit der Formen desselben unendlichen Pro- 
doeta nach der Anzahl der FactoVen n{\±^^f)\ welche in einander muIU- 
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plicirt werden, so werden die einfachsten Normnlfonilen gewAhnlich nicht die 
an sidi einfachsten Formen sein, welche das nnendBdie Product fllieiliai^ 
annehmen kann. Solcher an sich einfadister Formen wird es fBr dessdbe nn» 
endliche Prodnct in der Regel mehrere geben. Um eine an sidi euifachste Fomi, 
welche Iceine Normalform ist, in eine Normalform an yerwandeln, sind Zer- 
fallnngen nöthig, durch welche die Anzahl der Factoren n(i±^'^^y gewöhnlich 
sehr vermehrt wird. Es treten iwar anch anderseits wieder Vereinfachnngm 
dadurch ein, dafs die dnrch die Zerffillnngen ermittelten gleichen Factoren eine 
Potenz bilden; femer wenn je zwei l + <^'"*"^ i—^"'^^ in den einen 1— ^+M 
vereinigt und Prodncte /T(l -f ^f""*^)i3'(l— ^■•■•) fortgeworfen werden können; 
endlich, wenn man mittelst der oben anfgestellten Formd mehrere FaetoreB 
77(1 ±^''*'0% in denen der Exponent r derselbe ist, in einen einzigen zn- 
sammepziehen kann. Aber die Anzahl der Factoren i7(] ±^'^^y pflegt hiedmrdi 
nicht so verringert zn werden, dafs dadnrdi ihre dnrch die erfordwten Zerfitt- 
Inngen entstandene Yermehmng aufgewogen wtirde. Dessenungeachtet habe ich 
den unendlichen Producten der Formelntabelle die JNormolform gegeben, weil 
sich aus derselben durch die blofse Substitution der Werthe von t die wirfcUdie 
Darstellung der nnendlichen Prodncte in der Form 

(i±y-r(i±0''(t±^rT^-. 

in welcher die Exponenten a^ a\ d\ etc. lauter verschiedene Werthe haben, 
ohne weitere Reductionen ergiebt. Ich habe es nicht ffir nOthig gehalten, die hiezn 
erforderlichen Transformationen nfiher auseinanderzusetzen, da sich dieselben in 
den einzelnen Ffillen leicht ergeben. Es wird genflgen, das Verfahren an einem 
Beispiel zu erlfiutern, wozu ich das unendliche Product H. (3) wAhlen will 

Die beiden Doppelsummen, welche in der Formel H. (3) einander gleich 
werden, wurden durch die Reihenentwicklung der vier elliptischen nnendlichen 
Prodncte 

gefanden, von denen das Prodoct der bmden ersten gleidi dem Produet der 
beiden leisten ist Um yon diesen b^en einander Reichen AosdrQdien 

/2-|(l-|-f^-+0(l-^+*)(l-/'-+')'(l-9^+«)| 
den ersten anf eine Normalfonn in biingra, serftllt man mitldst der Fonnel (16.) 
jeden seiner drd ersten unter dem Zeichen U. enthaltnen Factoren in zwek^ den 
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vleittB in 4re» Factoren. HüBrdarch erhilt man 

oder, wenn man die Glelchnngen 

MbstiUdrt, 

weiches die dem nneodlichen Prodncle in der Formel H. (3) gegebne Normal- 
form ist Das andere unendliche Product entsteht darch MnlHpIication der 
beiden nnendlichen Produete 

yhädke orsprflnglich lieinen Factor mit einander gemeinschaftlich haben, nnd 
daher fOr sich besonders transformirt werden können. Es ist 

In dieser transformirten Form erhalten die beiden unendlichen Produete den 
Factor 77(1 — q^'^) gemeinschaftlich; ihr Product wird daher den Factor 
Hii-^^-^T haben, welcher sich mit dem Factor n(l^q^+'y in den einen 
Hii'^if^'^f verehiigen Iflfst. Nach di^er Reduction giebt die Mnitiplication 
der beiden vorstehenden unendlichen Produete wieder die obige NormaUbrm. 
Diese Normalform hat unter dem Zeichen IT sechs Factoren von der Form 
(l±f'''^0% w4hreDd die beiden ursprünglich gegebnen unendlichen Prodacte, 
siFok^ an ßkh einfachst^ sind, nur vier dergleiohen enthielten. Andere ein- 
fMhate ForiMn desselben unendtfohen Products sind 

= n{{i+q^^') (1- f-^') (1- ^^»)(t.- ^+3)} 

Verwandelt man q in — q^ so wird die einfachste Normalform ein nnendliches 
pjrodnct« das ebenfoUa nur vier Factoren der angegebnen Art #^nthalt, 
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Ähnliche Vereinfacbangen erhalten dorch die Änderung von q \n r^q mehrwe 
In der Formelntabelle enthaltne unendliche Prodocte. 

Wenn man in einer gegebnen Normalform 

die Wertbe von t snbalitüirt, rnnfe man die einseinen Factoren (i±q^y ^och 
so ordnen, dafs die Exponenten a der Gröfee nach anf einander folgtin. Um 
eine Normatform sn erhalten, in welcher diesö Ordnung adion in dem allge- 
meinen Ausdruck selbst befolgt ist, so daüi es blofe der Substitution der Wertbe 
von j bedarf 9 mufs man dem unendlichen Producte die Form 

geben, in welcher der Co£flBcient von t in allen unter dem Zoidien 11 ent* 
haltenen Factoren derselbe ist, und die ZaUen P, JP^t. P'ft etc. der GiADm 
nach geordnet sind. Fflr den Coiffidenten von • oder iV kann man die kleinste 
Zahl nehmen, wdche durch alle Zahlen o, a% o!\ etc. theilbar ist. Man erhftlt 
dann die gesuchte Form, indem man Jeden der einzelnen Factoren der ge- 
gebnen Normalform, 

/3r(i±^'+0, /7(i±^f^+^), n{\±f"^^n, etc. 

mr mv jkt 

mittelst der oben gegebnen Formel (16.) respective in — f ^9 ^9^*^ A^* 

liche unendliche Producte zerfflllL Es wird daher die AnwU aller gleichen 
oder verschiedenen Factoren n{\±i^'^^) durch die Formd 

" = ^1^+7+5^ «4 

ausgedrflckL Durch diesen Co£ffidenten iV des Index! onll die Ansahl r der 
einfachen unendlichen Producte i7(i±fr^'^')9 wdche die gleicheii oder ver- 
schiednen Factoren des unendlichen Predni bÖden, wird der al^emdaeCharaeier 
desselben am besten bestimmL Fflr das obige Beispid wer die Normalform, 

die characteristUehe Form wird 

und man ecliält ans ihr alle Factoren (1±^)'' in d« Ordnong, wie die ZaUen 
a aufeinander folgen, wenn man fOr i na^ einandw 0, 1,2, etc. sMst 
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Unter den yerschiednen characteristischen Formen desselben unendlichen 
Prodoeles ist diejenige die einfachste , in welcher der Coefficient N den mög- 
lichst kleinsten Werth hat Man erkennt dies leicht auf folgende Art. Es sei 
die gegehne characteristische Form 

/Z{(1 ± y^'+'") (1 + y^'><^) (1 + y^*+^') . .}•' 

. n{{\ ± y^^ '"oci ± y^-*-^) (1 ± y'^"'''") . Y' . . . , 

wo, wie man immer voransselzen kann, in den Factoren jeder Horizontalreihe das 
Vorzeichen ± dasselbe sei, und in allen Horizontalreihen, in welchen dieses Vor- 
zeichen dasselbe ist, die Exponenten «^ s", etc. von einander verschieden seien. 
Die Zahlen P\ (^^ R\ etc. , F"^ Q\ etc. bedeuten hier von einander verscbiedne 
ganze positive Zahlen, welche gröfser als und gleich oder kleiner als Absind. 
Ist v^^> die Anzahl der Zahlen P^'>t (^^>, A^^\ etc., und bedeutet /" einen sSmmt- 
lichen Zahlen iV, a^, i^\ etc. gemeinschaftlichen Factor, so hat man von den 
Zahlen 1*^% (^% il^^\ etc. diejenigen auszuwählen, welche gleich oder kleiner 

JV 
als -TT sind, und mufs dann aus ihnen die übrigen durch soccessive Addition 

von j-, -T-, . . ^ / — erhalten können. Trifft dies fflr jeden der Werthe des 

Index A zu , so kann man das unendliche Product in eine andere Ähnliche Form 

bringen, in welcher der Coefficient von t sich auf -^ reducirt hat. Wenn dies 

aber fdr keinen der allen Zahlen AT, v, v\ r", etc. gemeinschaftlichen Factoren f 
gleichzeitig fOr alle Werthe von k gelingt, so ist die gegebne characteristi- 
sche Form die einfachste. Solche einfachste eharacterieli^che Form giebt 
es immer nur eine. 

Ich will im Folgenden die einfachsten characteristischen Formen der in 
der Formentabelle enthaltnen unendlichen Producte, nach dem Werthe des 
Coöfficienten iV und der Anzahl r der gleichen oder ungleichen einfachen nn* 
endlichen Producte /7(1 ±9^"^^) geordnet, zusammenstellen, und jedesmal ihren 
doppelten oder mehrfachen Ausdruck durch elliptische unendliche Producte der 
oben angegebnen Art binzufttgen. Ich habe gröfserer Einförmigkeit halber in 
allen Factoren der characteristischen Formen den Potenzen von q dasselbe Vor- 
zeichen — zu geben gesucht, und deshalb in einigen unendlichen Producten y in 
— ^ geAndert. Nur bei zwei characteristischen Formen der nachstehenden Tabelle 
hat diese Einförmigkeit der Vorzeichen nicht erreicht werden können. 

CreHe*! Joonua f. d. M. Bd.XXXVil. Heft i. 12 
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JV== 1. 

1. 17(1 -v^)» 

= i7(l-^»)i7|(l-^»)*(l-^')| 

= /Z(i— ^•+*>)ir {(1 + ^H^'+^xt -^*'-^^)\ 
=/r|(i-j-^+'>)(i--^+*>)|ii|(i-9«»^»>)(i-^«*+^)j c. E. 

iV= 2. 

2. /7|(l-^'+0(l-^'+7l 
= 17(1 —9*+^) i7(t —9*'+') 

= i7j(l-9«+»)*(l-^*)|/7|(HV«+»)(l-,^+^){ 

=ir|(i-}-^«Xi-9«*'+*')|/rj(i-^+*>Xt-f*<*'"^')j . . . B. D. A.(5). 
3. n\ii—f^^f(i-9^+y\ 

= /7(l-^+»)/7|(l-y^»)«(l-y«+')( 
.c=/7j(l4-^+»>X1-y«*'+*>)|/Z-(l~^'+«> F. (1). 

= /r|(l -y»H»/(l_^'+*)| Hii-^^+y 

= /r{(l+^+^)(l-y«+«)j/7(l-9'>»)» A. t8). 

iV = 4. 

= I7|(l-^f«+»)(l-y«+*)| 17(1-^+*) 

= /7|(l+^+«)(l-^)|/7(l~9'+») L (3). 

6. 17j(l-7*'+»)(l-^+»)(l— ^•+»)(l-^+«)»j 
= 17(1 — /<^*)i7(l— y**^) 

= JI(l-y^+»)/7j(l-y«+»)(l-f^+*)| F. (2). 

7. /7|(l-^t«+»)(l-^+*)(l-y«^)|« 

= l7|(l-y»'+»)»(l-»*^)l^|(t+t^+")(l-«^'^)| A. (IV 

= 77(l-y'+0^{(l-f^*)(l-<f^)l 
«17|(l-f«+*)»(l~f«+»)|I7(t~y«^) I. (2). 
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=/rj(i4-^^+»)(i-^>*)ji7j(i-^*«m-^'+')l I. (1). 

=/r|(i-7»'+')(i-/'+*)|i7|(i+^+*)(i-^>»)( A. (6). 

iV= 6. 

lt. /r|(i-9*«)(i-^+»)(i-^+*)(i-^+*)(i-9«+«)'| 
= /r(i -7«+»)£r|(i -^■+»)(i -v***») (1 -^«••»■•)| 

= /r(l-i'+»)iIj(l+9«+')(l-y"''+")| A. (3). 

12. /7j(l-^+')(1 -V+*)(l-9*"^')*(l-9^^')(l--^''^)(l-f^)'( 
==i7(l-^+»)i71(l-^-^)'(l-/'+'')} 
t=/7{(Hy«+»)(l-f9^>')(l-^-+*)|i7|(l-y«+7(l-y«+«)| H. (1). 

13. 17|(1 -/'+»)^(1 -/'+»)(1 -9*+')(l~y*+*)(l -^'^)' (1 -^^f I 
= 17(l-9'+')/7}(l-^')(l-^+»)(l-^+»)( 
==/r|(l-fV*->')(l-y>«''+«)|/7[(l~f"+7(l-^+')| H. (2). 

Af = 12. 

14. IT \ii -^+*)(l -v^+*)(l ~y^+') (1 -^+")(i-7"*-^")'! 

« lZ-j(l— ^•»•»)(l~^''+")(l-f"'+")| /I |(l-^+»)(l--v»»'+')(l~f*^+")| 
= /r}(l+y'»'"+»)(l-^*'+")|irj(l--y»'+^)(l-9«+»)(l-^+«)j . . . A. (7). 

16. n {(l-y««+7(l _y«-H)(l __^B.+e^ (1 _.^+«)(l -.^•+»)»(l _^«')»| 

= 7T(l-^"^^)/^|(l-9«'+»)»(l-v«•■+•)| 

= /r{(H^'+')(Hv«+')(i-^'^)|ii|(i-7^'+')(i-<f*"-*)| G. (3). 

16. n ui -^^'+')(i — ^'«+»)(i — ^»•■+«) (1 -^*'-'*)(i -^"••+»)(i_^'+») 

= £r(i--^"+')7T|(i-9«''+')a-y*^+«)| 

= /r|(l+9*>»)(l+y''+*)fl-y«+«)l/IKl-y"+*)(l-y«+*)i H. (4), 

17. J7j(l-f '«+0(l-y^'-'*)(l-y^"") (1 -y"'-**)(l--y"'-»-')(l-y'^) 

x(i-^+")(i~^«'+»-;i 

= 17(1— f«+*)/71(l-y*'+')(l-9^"^)(l-/'"^)l 
==i7|(l+^+')ri-y'"'+"}|i7{(l-y""+')(l-^*'+*)| G. (4). 
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= /7j(l-v«'+7(l-^-^)|/?l(l-/'^')(«-^-'")l G. (2). 

1 9. /Zj(l + ^+V(1 -y"'^)(l -«r»"'+*)(l + ^'+')(1 -f «•■+«)»(1+ ^r^+') 

= /7t(l+v^-+')(l-<^-^)|i7|(l-9*"+')'(l-9"^'')| H. (3). 

20. /7 1(1 -v^+*Xl -^■+»)(l+f^'+')(l-^'+*Xl-y*'"^Xl-t**''^)*(l"Y"''') 

x(i_^'+«Xi+7*''*+'Xl-9**'*''°Xl-^^"Xi-f^+'')'l 

= CT(l-^+»)17|(l+^f«+')'(l-^+«)| 

= /r|(i-^+»)»(i-^+*)j fl'|(i-^+»)(i4-^-+»)(H/^»)(H^+') 

X(l~^+»)(l-^^*)| 6. (1). 

A?= 5. 

21. 77 |(l_y»'+»)(l_^+') (1 _^+»)(l_^-+«)(l -y«+»)»| 
= 17(1— 9''+»)/7(l— ^'+») 

= /7|(l-^r"+»Xl-<^"^Xl--^-^')|fl'|(l-^'*'Xl-^"^Xl-y^')f .. K. 

Ans der vorstehenden Tabelle sind die anendlichen Prodncte A. (2), (4) 
fortgelassen worden, da ihre doppelte ZerffiUong in zwei elUptiscbe nnendliebe 
Prodncte zufolge der oben gemachten Anmerkung in einer allgemeinen Formel 
enthalten ist. 

Die Formeln (1.) and (2.) der Tabelle zeigen, dafs sieb das anendliche 
Froduct 77(1— f'+O' auf rwr, das nnendliebe Product /7|(l—y*''+»)(l— ^+7} 
auf /bfl/* verscbiedne Arten in zwei elliptische anendliche Prodncte der hier 
betrachteten Art zerfallen Ififst, woraus folgt, dab die Entwicklung des einen auf 
vier, des andern auf /^Bfi/' verscbiedne Arten durch Doppekummen von der Form 
S±q^*+^***rf+*^ dargestellt werden kann. Setzt man nAmlich in der ersten Formel 
9% in der zweiten ^ fttr 9, so erbalt man mittelst der Formeln der Einleitung, 

= |i-y_^+/+y'-..}ji+y4.^+^-{-y»-|...| 
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(t~/)(i-y'7(i-y»)(*-<^)'(i-0.- 

oder die folgenden beiden Formeln 

i7j(l_yl2i^-6^(l_yl2.-+12^2J _. ^(_jy+*y«««+l»*'+3«-+e* 

In der ersten Formel unterscheiden siob die beiden letzten Doppeisummen 
nur durch die unter dem Saromenzeichen befindlichen Vorzeichen (—1)' und 
(—1)^'*'*^'''+^. Es mOssen sich daher alle Glieder gegenseitig auflieben, fQr welche 
diese beiden Vorzeichen von einander verschiedene Werthe annehmen, welches 
geschieht, wenn der Exponent von q angerade isL Hieraas folgt, dafe, wenn man 
JS(_l)»y*(3''+0 = A — B, '-ry'''+' = C+ö 

setzt, wo A und C gerade, B und D ungerade Functionen von y bedeuten, 
die beiden Gleichungen Statt finden, 

77(i_y^'»7 = AC-BD, AD = BC. 
Die Gröfsen A, B, C, D bedeuten hier die unendlichen Reihen, 

deren allgemeines Gesetz durch die folgenden Ausdrflcke gegeben wird, 

C = JS^^^'\ D = :?^^'Xü-i). 

Sobstftoirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen, AD— BC =^ und 
AC—BD = TI(l—q^^^y^ so erhalt man nach einigen Reductionen die Gleichung 

17^ == :r//^^''*+*>+*^*+'^— ^o^'+*>^^''^'^+*^*^'^'^, 
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in deren beiden Doppeisummen für i und k nur wiche ptmtive oder negaüve 
ganze Zahlen zu setzen sind, für welche t -f A ungerade ietf ferner die Gieichang 

wo man in den beiden Doppeleutmnen für i und k nur steche positive oder 
negative ganze Zahlen zu setzen hat, /&r welche i -{- k gerade ist. Diese letitre 
Formel gilt aber wegen (17.) auch, wenn man fOr i und k alle beliebigen positiven 
oder negativen ganzen Zahlen annimmt. Setzt man darin —^ ffir q, so erhftit man 

19. n{i—q^^y = j^(— iy+*y^"''+*>+*^*+*)— ^(— i)'+*a^^'+*)(5«+^)+*(»Hi)^ 

Die Formeln (18.) nnd (19.) geben eine fünfte nnd sechste Darstellang der 
Entwicklung von II(i—g^''^^f durch Doppelsummen. 

Ähnliche Betrachtungen kann man in Bezug auf die dritte Darstellung 
der Entwicklung des unendlichen Products 

anstellen, in welcher nur solche Potenzen von q vorkommen können, deren 
Exponent durch 3 theiibar ist, so dafs es hinreicht, die Doppelsumme nur aiif 
solche Werihe von i und k auszudehnen, für welche i-f A durch 3 thdlbar 
istf und dieselbe Doppelsumme in den beiden Fällen verschwitzen mufs, wenn 
man sie nur Aber solche Werthe von i und k erstreckt, für welche i^k 
durch 3 dividirt den Rest 1 oder den Rest 2 Idfsf. 

Alle im Vorhergehenden gefundnen Resultate ergaben sich aus der einen 
Fundamentalformel , 
{i-q'Xi-^Xi-f)..{i-qzXi-q'zXi'^z)..{i-qz''Xi^^ 

Sie wurden als unmittelbare Folge von Gleichungen gefunden, welche aus dieser 

Formel hervorgehen, wenn man in ihr fflr ±q und ±z ganze positive Potenzen 

von q setzt. Selbst die zum Beweise der Formel A. (8) erforderliche Gleidiung 

j(l_^)(l_^)(l_^)(l_y*)..|3 _ i_3y4.5yS_7^^9yio_^^ 

folgt aus derselben Fundementalformel, wenn man sr = (l-|.6)^ annimmt, und, 
nachdem man mit e dividirt hat, s^e^O macht, wonach man nur noch q- fflr ^ 
zu setzen hat. Aber es lassen eich aus derselben Fundamentalformel noch einige 
andere Resultate, durch welche das System der im Vorigen gefundnen Gleichun- 
gen zwischen Doppelsummen vervollstfindigt werden kann, ableiten, wenn nsan 
für q und z Potenzen von q setz^ welche mit gewissen imaginiren Wurzeln der 

Einheit multiplicirt sind. (Die Fortsetzung folgt) 
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Über die ImtionalitAt des Werthes gewisser Reihen. 

CVon Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 



▼renn z eine ganze positive Zahl bedeutet, die Einheit ausgenommen, und 
Gi, flc«, o, Q. 8. w. eine ins Unendiictie fortlaufende Reibe ganser positiver Zahlen 
ist, so beschaffen, dafs die Differenzen ccj — cti, a^ — a^ u. 8. w. ebenfalls positiv 
sind und zugleich jede folgende Differenz gröfser als die vorhergehende ist«, 
mithin, wenn man m beliebig grofs nimmt, auch a„^i — a^ einen beliebig grofsen 
Werth erhilt, so mufs die Reihe 

1. JL+^+-L.... 

einen irrationalen Werth haben. 

Wäre nemlich der Werth dieser Reihe ==-t-9 wo ^ und A ganze Zah- 
len bedeuten, so hfitte man ß == ä(— ^ -j- — jj- -j- -jj- ....). Muitiplicirfe man diese 

Gleichung mit «•* , so finde man ^«•« = Ö -f ä (-; — :;:^^ -f «^ ^-a, T • • v^ 
wo G die ganze Zahl *(«*-•"•« -f" ***""*' ••••f^) b^^öulet Es mflfste also auch 
h( ,> r"4"~ — 3r~ f y ^^^^ ganze Zahl sein, d. h. die Reihe 

dflrfte nicht kleiner als -r- sein. Nun ist aber diese Reibe, wenn man a^^, — am= ^ 

1 1 i 

setzt, jedenfalls nicht gröfser als die Reihe -T + ::Ffi+~l+2---9 ^^"^^^ Werth 

--j^- — 2^ unter jede angebbare Gröfse sinkt, wenn man m^ und mithin auch k^ 

grofs genug nimmt. Die Reihe (3.) mufs also bei wachsendem m kleiner als -r- 
werden; wodurch unsere Behauptung bewiesen ist. 

Dasselbe gilt auch noch, wenn man, mit Beibehaltung der fräheren Beden-- 
tung der Buchstaben 2?, a^, /x,, . • . ., die Reihe (1.) mit einer anderen vertauscht, 
in welcher die positiven und negativen Zeichen in beliebiger Folge mit einander 
abwechseln. Hatte eine solche Reihe 

den rationalen Werth -^, so wQrde man wieder daraus folgern, dafs die Reihe 
^ -^ ±"^ — rr-±'*-- nicht kleiner als -r- sein kann, wAhrend sie mit 
wachsendem m unter jeden angebbaren Werth sinkt. 
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Forden speciellen Fall, wenn a^s=m^ ist und die Zeichen dieselben blei- 
ben oder -f und — beständig auf einander folgen, hat schon Herr Dr. Eisenstein 
die Irralionalitfit des Werthes der Reihe (3.) , durch Verwandelmig derselben in 
einen Kettenbruch in diesem Journale (Bd. 27. S. 194) nachgewiesen. 

Noch allgemeiner ist folgender Satz. Bedeutet p eine ganze positive 

Zahl, welche kleiner als z ist, so hat die Reihe 4. -r- -f -r- + -^ + • • • • 
keinen rationalen Werth. Denn wäre derselbe = ^i so dflrfte 

nicht kleiner als ^ werden. Da nun, nach der Voraussetzung, die Differenzen 

02 — «!> «3 — ocj, .... eine Reihe wachsender ganzer Zahlen sein sollen, seist 
jedenfalls a,^^i — «^ nicht kleiner als m und ferner a^^., — «m>w»4-l9 «m+3 — «m 
>>i/i-f 3? u- 9. w., mithin ist die Reihe (5.) keinesfalls grMser als die Reihe 

— r ^-;;rn + ^;rr5 -}- •> deren Werth --/ -\ bei wachsendem m unbe- 

grenzt abnimmt. Also mufs die Reihe (4.) irrational sein. 

Es ist klar, dafs Dasselbe auch dann noch Statt findet, wenn man in der 
Reihe (4.) die positiven und negativen Zeichen in beliebiger Folge mit einander 
abwechseln läfst, und dafs auch, wenn r eine ganze Zahl bedeutet und die frü- 
heren Bedingungen bleiben, die Reihe 6. rr^ + -A7±-Ar, ±"r^ 

keinen rationalen Werth haben kann. 

Bezeichnet ^i, ^29 93? • • • • eine unendliche Reihe ganzer Zahlen, von wel- 
chen jede folgende gröfser als die vorhergehende ist, so kann auch die Reihe 

7. 1+ * • ' 



Vi "" qr^.//, —^ii.r/.-V» 



keinen rationalen Werth ~ haben. Denn aus Q^=h\ — ± . . . • 1 würde, wenn 

man diese Gleichung mit ^i . ^2 . . . . ^^ multiplicirt, folgen, dafs + 



nicht kleiqer als -r- sein darf, während der Werth r der gröfseren Reihe 

111 
h ; n 4- ; n + • • • • niil wachsendem m beliebig abnimmt. 

Behalten alle Buchstaben dieselbe Bedeutung wie in (6.) und (7.), so 
kann auch die Reihe -— + — ^ + ^^ , ^ + ^ — j-— - — keinen ra- 

tionalen Werth haben. 

Specialisirt man die Werthe von a^, Oj u. s. w., so lassen sich noch viele 
einzelne hierher gehörende Theoreme finden. So z. B. ergiebt sich aus den vor- 
stehenden Betrachtungen, dafs der Werth der Reihe -^ -]- ^ + -^ + -^ • • • • irra- 

z z z z 

tional ist, sobald die ganze Zahl p kleiner ab z^ ist. 



• »J 




.^ma^ iJ^l22^/U2^aWf^ yf^f^^ 
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7. 

Zur Theorie der quadratischen Zerfilllung der 
Primzahlen Sn-fs, 7ii-|-2 und 7ii+4. 

(Von Herrn Dr. 6. Eiseneiein, Docent a. <L Universität zu Berlin.) 



Hie erste Veranlassung cur Ausarbeitung und Pu)>licatioQ der folgenden Ab- 
handlung wurde mir durch eine Bemerkung meines verehrten Freundes Dr. 
Stern in GOttingen, welche Band 32 Seite 90 dieses Journals. zu leaien isl*, 
Siem findet dort durch Induction, dafs fQr die ZerfAlIung Jeder Primzahl Sn-f 3 
in die quadratische Form ^-f 2if der Werth von c durch eine sehr einfache 
Congruenz nach der zu zerfAllenden Primzahl als Modul bestimmt werden Itann. 
Obwohl dieses noch unbewiesene Theorem zu einer schon bekannten Gattung 
gehört, so macht es doch den Anfang zu einer neuen Reihern dieser Galtung 
von SAtzen der höhern Arithmetik. 

Das erste Beispiel einer directen Bestimmung der Elemente einer qua^ 
dratischen Zerfilllung gegebener Primzahlen vermittelst Congruenzen haben. wir 
Oaufe^^ zu verdanken, der wohl Oberhaupt den Keim zu den meisten der neuen 
und fruchtbaren zahlentheoretischen Betrachtungen dieses Jahrhunderts gelegt 
bat; and die geringe Anzahl Derer, welche Oberhaupt den Werth von der* 
gleichen Speculationen zu schätzen wissen, wurde mit Überraschung durch 
diese merkwOrdige Entdeckung erfflUt, Das Studium der &at//^ischen Ab«* 
handiungcn regte mich selbst zu eigenen Untersuchungen Ober diesen und 
verwandte Gegenstände an, und die ersten Proben dieser meiner Untersuchuii« 
gen > erlaubte ich mir in meinai Beiträgen zur Kreistheilung und in meinen 
froheren Beweisen des quadratischen, cubischen und biquadratischen Reciproei- 
Utsgesetzes dem mathematischen Publicum vorzulegen. Später erfuhr ich, dafs 
die meisten Resultate meiner Forschungen achon vor langer Zeit von Jacobi 
nnd einigen französischen Mathematikern, namentlich Cauchy, gefunden worden 
waren. Um nun auf die Zerfällung der Primzahlen p oder ihrer . Potenzen 
in quadratische und höhere Formen näher einzugehen, so haben diese, insofern 
eie ans den Principien der Kreistheilung geschöpft werdep, ^as EigentbOm- 
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liehe, dafs die zu der Zerffillnng gehörige Determinante (dies Wort in einer 
allgemeineren Bedeutung aufgefarst) immer ein Theiler von p—1 sein mufe. 
So ist z. B. bei der ßatr/^rischen Zerfällnng i^-f '^ ^^^ Primzahl p Y09 der 
Form47i-f-l, bei den ZerFfillungen in die Formen c^-f<2iifY ^4'''^% f nidfern 
sie durch die Kreistheiintt^ geftinden werden, mufs jir«^l- dnrdh 6 resp. 7 theil- 
bar, also p yöjaL der Form Sit-j-l resp. 7ii-f 1 sein; so fand ich unter an* 
dern durch meine eigenen Untersuchungen, dafs, allgemein fflr jede Primzahl l 
von der Form 4if4- 3, die Zerffillung des Vierfachen einer gewissen Po- 
tenz jeder Primzahl 7^ =3 In -fl tn die Form c^-^-Xd^ durch die Congruem 
c^(ßn)l {[¥ n) ! (/^ n) ! . . . (mod, p) bestimmt werden kann, wo /?, ß\ (f\ . . . 
die quadratischen Nicbtreste (mod. X) <<it sind, u. s, w.: Sitze, auf deren Nea^ 
beit ich, beiläufig gcfsagt, keinen Anspruch miiche, da sie veroiulblick langst 
von Arideren entdeckt worden sind. Eine higher gehörige Bemerkung sehr 
allgemeiner Art findet sich bei Jacobi, ^Über die Kreistheilnng'' im SOatoii 
Bande dieses Journals Seite 171. — Nun sind aber nicht blofe diePrimnUen, 
welche die Form lii-f 1 haben, durdh quadratische Formen mit der Deter- 
minante — X darstellbar, ^sondern überhaupt alle Primzahlen 5 welche zu il quadra^ 
tische Reste, d. h. welche in den Linöarformen der quadratischen Reste* (mod. A) 
entbalten sind, also di^ Hälfte aller Primzahlen; so sind z. B. nicht blofs die 
Primzahlen 7rt'\'i^ sondern auch die Primzahlen 7ii-f 2 und 7ii -f 4 durch die qua«« 
dratische Grundform c^-^-ld^ die einzige fOr die Determiaante —7, darDtellbar. 
Die quadratischen ZerfAlIungen derjenigen Primzahlen, welche nicht von der Form 
An-f 1 sind, kdanen aber, wie es scheint, auf keine Weise aus den (bisher be«^ 
kannten) Priiicipibn d6r Kreistheiluiig allein geschöpft werden; eben so wenig 
kann ^an ans der Kreistheilung die Zerfflllung einer Primzahl Surf 8 in die FomI 
i^'^24lPiithB^teh; SKrnnches gilt in Bezug eftf höhere Formen, welche die Kreisthei- 
lung liefet. Durch diese Bemerkungen motivirt sich meine obige Behauptung^ 
iab durchf den von Stern ataf dem Wege der Induction gefundenen Satz der An-*» 
fting zn einer ganz neuen Reihe von Sitzen dieser Art gegeben ist Es war mir 
nun gelungen, allgeiAelnere Principien nu entdecken, wdche zwar einige Ähnlich'^ 
keit mit denen der Kreistbeilmig haben ^ durch welche aber, wie es mir schien^ 
atfch der Zugang zu Theoremen der neuen Reihe, zu welcher z. B. das jetzt 
von Stern aufgestellte gehört, gebahnt werden könnte* Durch, die Bemerkung 
JacoKs^ fiber Welchen ich mich am Schlüsse meiner letzten Abhandlung ober 
Elliptische Functionen bei Gelegenbeit neuer Beweise der Redprocilfitsgesetze 
ausgesprochen habe, wurde ick indessen dergestalt von den Untersuchungen 
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dieseir Art abgeschreckt, dafs ich dieselben bis auf die neneste Zeit habe fiegea 
lassen; hieren kam, dafs ich nicht wnfste, bis an welchem Paacte Andere ihre 
Forschnngen fortgesetzt hatten, denn in den mir zaXiebote stehenden Bflchero 
nnd Zeitschriften konnte ich kein näheres Detail dartiber finden und, ohnedies 
von sehr leidender Gesundheit, wollte ich nicht nnnfltzerweise meine Zeit nnd 
meine geistigen Kräfte anf Untersnchnngen verschwenden , von denen es sich 
nachher ans weisen konnte, dafii dieselben das Bigentbum Anderer waren* Aufs 
Nene indessen angeregt durch die Bemerkung meinet Freundes Stern, und 
von mehreren Seiten versidiert, dafir diejenige neue Gattung von Sätzen und 
Betrachtangen, auf welche Jene Beitieritnng hindeutet, nodi von Niemanden 
untersucht sei, wurde icii endlich verantafst, meine froheren Meditationen wieder 
aufzunehmen, und auf diese Weise entstand eine nöue'Reihe von Untersuchun- 
gen, welche ich mir jetzt die Ehre nehme, den Freunden der Zahlentheorie 
vorzuIegeiL Da jedoch durch Vorlesungen und anderweitige Beschäftigungen 
meine Zeit gegmwärtigf seir in Anspruch genommen ist, so sehe ich mich vor 
der Hand darauf beschränkt, in der nachfolgenden Abhandlnng nur den Beweis 
des St€rm6ben Satzes, sa wie 4le Untersuchungen Ober die DarsteDuag der 
Primzahlen 7ii-f 3 und Tu -f 4 durch die Form itr^-f 74^ nebst emigen hiermit 
genau zusammenhangenden Restiltaten mitzutheilen , ind^ln ich die^ ferneren Er- 
gebnisae meiner Forschungen einer späteren Gel^enheit vorbeiiahe. Diejeni- 
gen, welche in Betrachtungen dieser Art bewandert sind, werden so^eich die 
ausgedehnte Anwendbarkeit der zu Grunde liegenden Principien erkennen. 

Auf diejenigen Principien, welche die Theorie der Elliptischen Functio- 
nen zur Behandlung dieser Fragen an die Hand giebt, werde ich bei einer 
kQnftigen Gelegenheit aufmerksam machen. 

Berlin im Januar 1848. 



Über Primzahlen 8it-f3. 

§. 1. 
Es sei ^ eine reelle positlvePrimzahl von der Form ^n-f 3; dieselbe 
werde als Modul jn der Theorie der aus vierten Wurzeln' der Einheit zusam- 
mengesetzten complexen Zahlen betrachtet Da q nicht ^ 1 (med. 4) ist, so 
kann'-x'-fy^' ^^ ^ ^^^ T reelie ganze Zahlen sind, nur dann durch q theil- 
bar aein^ wenn or und y beide Vielfache von.^ sind. Lftfstman in x-f-yt 

13* 
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it und y beide alle Zahlen der Reibe 0^ 1, 2^ 3, ..,.., f^i dnrehlanfeS) »0 
werden die blerans hervorgebenden y^ complexen ZaUen simmtlich miter ein- 
ander incongment sein; jede andere ganze complexe Zabl wird einer nnd nor 
einer von ihnen congment sein^ nnd dieselben werden ein YoIlsUndiges Resten- 
ayatem (mod.^) constitniren. Offenbar ist (d?-fy*)'^^+3^»^^^— y» (tnod.f), 
nnd {X'\*yiy^* ^ (x-^yiy =^X'\-yiß mitbin, wenn x-f ;i nicht durch f theil-- 
bar i8t, (x^yiy^'-^si.. Da f—i dnrcb 8 tbeilbar iat,. so setze man 9^~1 
= 8a, nfimUch e = i(^— l)=i(flr— l)*i(^+l)=(4ii+l)(2n+l), wenn 
^=:8ii-f 3; e ist ungerade,, nnd zwar esii^ oder^^3(mod.4), je nach-» 
dem n gerade oder ungerade ist. Man bat also (:r-f-yt)^^l,. wenn x-f yt 
nicht dnrcb f tbeilbar ist. Hiernach ist (^-f y»)^ entweder ^ 1, oder ^i, oder 
^ — 1, oder ^ — t (mod. q)y und die ^—1 Zahlen eines Restensystems (med. ^), 
milAusscblnfs der Null oder des durch f tbeilbaren Gliedes, können demgemfirs 
zunfichst in vier Classen gebracht werden; jede dieser yierClassen theilt sich 
wiederum in zwei Hfilften. Es sei f eine der beiden Wurzeln der Congruenz 
/^ = f (mod.f), welche hier stets lösbar ist, weil (1— t)' t=r_2t; und da — 2 
zu q quadratischer Rest ist, $0 findet man, wenn — 2 ^ t^ (mod. f) ge- 
setzt wird, f aus der Congruenz ersten Grades — r/"^ 1— t (mod. q) oder 
2/*=r(l— •) (mod. flf), z. B. f = — (1— t)«^*i(f — 1). D« nun (x-\^yif' 
einer der vier Polrazen p, /^, f^ oder f^ congruent ist, so mufs die ete Po- 
tenz jeder nicht durch q tbeilbaren Zahl einer der acht Potenzen /; /^, p, 
p, f^, p, f, f^ congment sein. Aus dem Princip dieser Classification ergiebt 
sich unmittelbar, dafs jede der acht Classen gleichviele, nfirolich e incongruente 
Zahlen enthalt, dafs alle Zahlen einer Classe aus denen irgend einer andern 
durch Mulliplicalion mit einer gewissen Potenz von/* hervorgehen, dafs, wenn 
die €te Potenz irgend einer complexen Zahl ^f" ist^ die ete Potenz ihrer 
conjugirten Zahl ^ f"" sein wird, u. s. w. (vergL Game Theor. res. biq. II.}. 

Es sei CO eine primitive 8te Wurzel der Einheit, so dafs m' ss ^ 

co = -^, und es werde fflr irgend" eine nicht durch q theilbare complexe 

ganze Zahl k durch das Symbol [A] die /tte Potenz von m bezeichnet, wenn 
*'s/''*(mod. y) ist, sa dab also [*] = !, wenn **^^*-*> = l, [*] = ai, 
wenn üfi^^'-*^^/; [*] = i, wenn ArW^*-*^ = • =/«, u. a. w- Fflr diese Sym- 
bole gdten die folgenden Relationen, welche unmittelbar aus der Definition 
folgen: [*][/] = [*/], W^^OT^ [Ar] = [*l, wenn * = Ä'(mod.^), 
wie für Liyanirescbe Symbole; [*]•«!, [*]'^=[*]^ wenn y=i/ (mod.8); 
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ferner [ar-.yi] = [a?+yil^=[a?+yip, [^r— yq^=[a?4-rfj=[«^— y«T 
v« dergL nu 

Wenn [A]=:cü^ und fi eine gerade Zahl ist, so bat man 01^ = 1^, 
folglich [A]^/'^(modi^)^A^^**^'; diese Congraenz hat aber keinen Sinn, 
wenigstens nicht in der Theorie der aus vierten Wnrzeln der Einheit zusam- 
mengesetsten complexen Zahlen, so oft /t^ ungerade ist, weil dann [hl keiner 
Potenz von t gleich ist, wie in dem Falle eines geraden Werthes von /i ; für 
einen ungeraden Werlh von fi hat man aber [ä]* = co*^=( — cüy = (— lyco'' 
«=—[*], also [A?]*+[*] = 0, ferner r^ = (r/ = (— /"A weil f^i, 
r^— 1» folglich ^^ = (-ly/•^ = -./•^ /*^ 4-/^^ = 0, mithin \kf^[k\ 
^/"^-f/^^^^'^f ^ (™od. ^); diese letztere Congruenz gilt fOr einen gera- 
den und ungeraden Werth von fi; denn für ein gerades fi Ist schon einzeln 

Eine rttUe Zahl fAlIt mit ilirer coDjagirten zasammeo; es ist daher, 
wenn 47 reell Istj ixfs=i[x]^ also [arfssl, [«} = ±1 nnd «war [*] = (—); 
denn hier ist [x\ = af~ ä^r^i^i+» = (£.)«'+'> ^ (£.y"+' = (£.). EndKch 
ist noch [i] = [»]»=#' = #♦"+'><»-+« = i»"+' = (—l)»i, [— 1] = _1, [ijr] 

Bemerkenswerlh fOr das Folgende ist noch, dafs man, wenn in dem 
Symbole [Ar] die Zahl k einen laufenden Werth vorstellt, fOr welchen alle q^ — 1 
Glieder eines vollständigen Restensystems (med. ^) mit Ausschlufs der Null 
gesetzt werden sollen, statt der Glieder irgend eines Restensystems die irgend 
einet andern substituiren kann, weil diese Jenen, einzeln verglichen, coq- 
gruent sind und [Ar] = [A'] ist, wenn k^K (mod. f )• Der KUrze wegen 
soll der Inbegriff derjenigen 9^— 1 Zahlen, welche verbleiben, wenn man aus 
einem vollständigen Restensysteme (med. q) das durch den Modul tbeilbare 
GIfed ausschliefst, ein reduürUs Restensystem genannt werden. 

§. 2- 
Den Ausgangspnnct unserer UntersnoiMiig madtt die Betrachtung der 
Summen von der Form S[kY[knr^^ mit der Bedingmigscongruenz Ar-f A' 
^ 1 -f*al (med. q). Die Summation bezieht sieh auf k und 1^. Es durchlaufen 
k und k, unabhftngig von einander, (ifle GKedtr eines redudrteu Restensystems, 
mit der Beschrfinkung, dafs der Bedingung A-f A^^l -f «• (modf) genügt 
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werden mub^ in welcher a eine gegebene reelle ganze Zalü bedentet, die 
man offenbar um ein beliebiges reelles Vierfache von q vermehren kann^ ohne 
den Werth der Summe zu ändern; r bedeutet eine der vier ungeraden Zahlen 
1, 3, 5 oder 7. Der Werlh der in Rede stehenden Summe ffir ein gegebenes a 
werde durch Sa bezeichnet. 

Setzt man 9 ffir jeden stehenden Werth von ^, k^VI, so durchlftufl I, 
so wie k, ein reducirtes Reslensystem; das allgemeine Glied der Summe wird 
durch diese Substitution [*7r[A0-*= [*7[rr [ATT' ==[/]''; die Bedlngungs^ 
congruenz wird K{\'\'l)^\'\-ai; A/(l-f O9 ^Iso auch 1-f"'^ kann hiemach 
nie ^0 werden, mithin ist der Werth /^ — 1 auszuschliefsen; ffir jeden 
andern Werth von / kann k immer auf eine, und nur auf eine Art, der fie- 
dingungscongruenz A\l-f /) ^ 1-]-^*' genflgend bestimmt werden« Jedem 
Werthe von / in der Summe S[l^ entspricht daher ein, und nur ein Werth 
von A/, mit alleiniger Ansnahme von /^^l;:d» Werth von jS(. wird folg- 
lich einfach dadurch erhalten, dals man in J^X.ri ^^^ ' ^^ ^^m Werthe mit 
Ausschlufs von —1 ertheilt und die Bedingungscongruenz gänzlich wegiflfst; 
man hat folglich Ä« = -S[/] — [— 1]. Nun ist offenbar S\l]=zO\ wenn I 
alle Glieder eines reducirten Restensystems durchlauft; femer [— 1]=:-^1: 
also finden ipeir S>. = 4~^ ^^ jeden gegebenen Werth von a. 

Man setze jetzt statt a seihst alle Zahlen 0, 1, 2, 3, • ... q—\ uiid 
betracfhte die Summe 

demn Werth nach dem bis jetzt Bewiesenen =»;l + l-f 1-fl -{-.••. 4"* = 9 
ist. Diese Summe kann, wenn man k'==^xr{yi, kf ^^x^^yi setzt, folgen-* 
dermaJB»en dmrgestellt werden; 

mit der Bedingung X'\-a:'^i. In der Tha^: da die nrspranglicbe Bedingungs- 
congraenz für iS., nflmlich ap-fy'+^'+y'*^ ! + «'> Ifl die beiden folgenden 
zerfallt: or-f ^^^ ™d 7'4'>^^^^ ^^ ^^ j^^^ ^^^^^ ^ ^^^ untereinander 
incongraenten ZaUra gesetzt werden, de besagt die zweite Congruenz nur, 
dafs y-fy irgend einer reellen Zahl congraent sein soll; diese .Congruenz 
fallt also gfinzlich weg, und es bleibt nur die erste ^-f ^^1 stehen. Es 
sei S[x+yiyyB^^yit^^T, e« ist also T==^. 
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In T können x und aif nicht gleicbzeitig beide ^0 sein, weil diese 
Annahme der Bedingttngscongruenz widerspricht; fQr x^O ist V^l, fflr 
x^^ly x'^0\ der diesen beiden Combinationen 0, 1 and 1, entsprechende 
TheU von y ist r=^iyif x-^Il+/tl^''+-S[l+riTX-2[/fl-', undv 

schwindet, weil v ungerade, also :S\yY = ^f/]'' = 0+ (^)+ • • • +(*— ^) 
= ist; übrigens si^ht man, dafs fflr a?^0 nicht y ^0 und fQr j/^0 nicht 
y^O sein darf, weil voÜ Anfang an weder k noch k^O ^exn sollte. 
Da der eben betracHtdte Tbeil von T verschwindet, so kann marh, ohne den 
Werlh von T zu ändern, annehmen^ da/s weder x noch x' durch q theilbar 
sein darf. Unter dieser Voraussetzung ist es erlaubt, ffir jede stehende Com-* 
bination or, :r' .die Substitution . y ^ ar«, y'^x'z' zu machen, weil dann je- 
desmal z und ^^ ebenso wie y und y, die simmtlichen Zahlen 0^ 1, 2^ ... q-^X 
oder ihnen congruente reelle Zahlen (mod.^) durchlaufen; das allgemeine Glied 
wird hierdurch 

ix-!s-x,ii-\g/^x'x'tr = wM-:iirfsi]',[i+<fr 

-(f)(7)ti+"Hl+vr'. 

Betrachtet man dji^ vier Factoren auf der rechten Seile, so sieht man, dafs pT und x' 
nur in den beiden ersten vorkommen; der dritte entbilt nur z, der vierte nur s^V 
nndda in der Bedingungscongruenz Oberhaupt nur^ und;r^ aber nicht s: und z\ 
vorkominen, so zerfallt jetzt T in das Product dreier Summen. Die erste die- 
ser Summen ist 2\^\^^ mit der Bedingung a?-f^'^l (mod. ^), wo x 

und xf sich von Ibis ^ — 1 erstrecken; die beiden andern sind ^[1-f ^tp% 
wo' i die Werthe 0^ 1, 2, ... 17— 1 dnrchlfiuft, irdnst aber weiter keine Bck 
din^ng Statt findet. 

Um die erste dieser drei Summen zu bestimmen, kann man fflr Jeden 
stehenden Werlh von x' (was erlaubt -ist) xx^ an die Stelle von x setzen j 

IM» ei*«ft«,;f(^)(|)-:; -5(1^X7)' ==^(f)' "»'«<'«• Bedingung 
xif -p jr^ ^ 1 , also lir' (d? -f 1 ) = 1 ; dieser Bedingung nach mufs der Werlh 
x^ — 1, der X'\'\^0 macht, ausgeschlossen werden; für jeden andern 
Werth von x kann aber die Congruens; erfflllt werdein , und zwar nur auf eine 
Weise kann x' zu einem gegebenen x bestimmt werden; man erhält daher 

^\^% wo der Werth a;4F=— 1 auszuschliefsen ist, d. h. 
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(})+(T)+-+(^)-(f ) = -(t) = +•' 

weil ^-^^)r=:~l. DerWertb der ersten Summe ist also s=2-j-l^ and somit 
das Product der beiden anderen =7=^. Als Resultat dieser Betrachlun- 
gen ergiebt sieb daher: 

(1.) si\^zty.s{\^%i}r ^ q. 

WO V irgend eine ungerade Zahl bedeutet und in den beiden Summen, deren 
Product =^q ist, z die f Wertbe 0, 1, 2, ... y~l dnrcblfiuft. 

S. S. 

Die Reihe 
S[\^ziY = [l]'+[14-fl' + [l + 2.7+[l+30'-f ... + tl + (y-l).T 
ist eine Summe von q Potenzen von cu, also einer aus achten Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzten complexen ganzen Zahl gleich. Um die Bedeutung 
derselben verstandlicher zu machen, bezeichne o^j die Anzahl der Wertbe von Zy 
fflr welche [l-f<^>] = l, o^ die Anzahl derer, far welche [l-f^'] = ^9 
<h, die Anzahl derer, für welche [1 4-s^t]=: ca^ = t ist, n. s. w. bis cT;, welches 
die Anzahl der Wertbe von is: bezeichnet, die [l-j-stj^co^as — toi machen. 
Setzt man femer far einen beliebigen Werth von u die ganze Function 

so ist dann -^[l + «t] = y(cö), -^[1 +«•]»== yC«»), 2\\^zif^q^{Q:^), 
S\\-\'Zt)^^=€p{uP) und die Gleichung (1.) enthalt die beiden Formeln 
y (co)y(aiO = yi ip{m')(f{Qf) = q. 
Zwischen den acht reellen ganzen Zahlen ao, cr^, •.« o-i finden merk- 
wordige Relationen Statt Zuerst ist ^(ca) = 9)(€ü'), 9(ct>^) ^SPCo^^)) und all- 
gemeiji (p{p'')=q>{w^''). Denn für jeden Werth von z ist [14-«»T=[1+««T 
cä[1— «•], also -2'[l-j-««T'' = -2'[l— «t]% und da — •« eben sowohl wie ^r 
ein reelles vollständiges Rest ensystem (mod. ^) durchlauft, so ist letztere Summe 
wieder ^iJ^ti 4- eiT, demnach ist -2'[l-|-*iT''=:s[l-j-ef|% y(w^)=9(coO 
für jeden geradto oder ungeraden Werth von v. Setzt man a^^^c^ ^= A, 
a^ — a^ssfi, a2 — a^^=C, 0;^'-^ai^=:D, so ist, wie man unmittelbar aus der 
Form von q){p) sieht: 

y(a>) = il4-Ci-|-co(B4.£>t), 

y(a>^) s= J — Ci— iu(l>-f Ät), 



r. Ets9n$t0in, zmr Tk€wiederPrimzaUm8m^3, 1h^2 uni Tii+i. 105 

Qftd da ^(iü)=:s9)<<»?}, 9(iö*)ä=:^(öi'), so niafs -4+Cf = J — Ci, B-f öt 
se:£l-f-0i> also CbsO und B=D sein; demnach nebmen jeoe vier com«^ 
plexan Zahlen die einfachere Form 

(5P(cü) =3 9>(a>?; = ^ + ca(14-f)ß, 
9(0)*) = y(coO =t= J[~co(l-f-i)B 

an. Nun ist cü=^, tt'(l+0 = ^ = «Y2 = »^~2, also 

y(co) = y(cü') = J4.By~2, ip(a)*) = y(coO=il — B»^— 2, 
und die Gieichung^ (1.) geht in 

(2.) q t= .(J4.B>/-2)(^-By-2) = JH2B' 
Aber, wodurch a priori die Zerfällbarlseit von g in die quadratische Grund- 
form mit der Determinante —2 erwiesen ist. 

Die Relationen C = und B = D geben Oa==ae. (a.) und Oi-j-^? 
s=<r3-[-<^6 0^0* Z^ ferneren Relationen fahrt die Betrachtung von (p(±i\ 
y(— 1) und 9>(1). Die Summe -2r[A]'' = -^[jp-f yfl% welche sich über 
•Ue Glieder k eines complexen reducirten Restensystems (mod. ^) erslreciit, 
ia welcher also j? und y unabhängig von einander alle Zahlen der Reihe 
0) 1) 2^ . . ä q —1 mit Aüsschlufs der Conibination 0, durchlaufen, verschwindet 
offenbar fflr jeden nicht durch 8 theilbaren Werth von r; wenn y dnrch 8 theil- 
bar ist, so ist die Summe s=: ^ — 1. Deijenige Tbeil jener Summe, welcher dem 

speciellen Werthe X =: entspricht, ist -2'[yfJ'' = [i]''-r(^y, wo y sich von 

1 Ins f — 1 erstreckt; derselbe verschwindet, wenn y ungerade ist, wird aber 
= [iy{q—i^=z ( — l)*»'(y_l) für ein gerades r. Für jeden andern von ver- 
schiedenen stehenden Werth von x setze man y=ixz (mod. ^); dann durch-- 
ituft % mit y die Werthe 0, 1, 2, ... • ^—1 und der flbrige Tbeil der Summe 

wird Xix^ xziy «= -^[^^-.^[l +*•]% aber S{xY = ^{~ji = g—i, 

wMn y Igenit ist; fflr einen geraden, aber niclit darcli 8 tlieilbaren Wertli von y 
erliilt nfan daher = (— i)»'(v-l)+(y— l)^[l+«i]% also ^[l+«i]' 

(.-l)^ d.L ^[14-e.T»=^+l, ^[l + «ir=*-l, ^(±0 = 1, 

y(-r-l) =— 1. 9>(±«) irt «« K -^ aj -j- a« — Oe)± «Vi — <'»+<'• — <'i)ond 
daliar oi,— Cj-f-ff«— <r, = l (y.), </i—<r, -}-<»• ^«7 — (<?.)» 9>(-~l) Ist gleich 
4et' SttBine alier o mit geradem Index, weniger der Somme aller a mit nn- 
garadem Index; diese Differenz ist also =3—1 (e.). Endlich ist die Samme 
•Her acht Ji oder ^(jk) der Anzahl aller « gleidi, aiso «=7 (?.> Ans den 

Crlto't lovnul t i. M. B4. XXXTH. Heft t. 14 
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sechs Gleichungen, welche hiernach zwischen den acht Anzahlen a Statt finden, 
können sechs derselben theils voUslAndig bestimmt, theils durch die beiden an- 
dern ausgedrflckt werden; wir wfihlen a^ and Oi^ nm durch diese die übrigen 
sechs auszudrflcken. Da cxi-f ^7 = a, -}- a^ (ßJ) und a^ — aT^=ay — a^ (J.) ist, 
so folgt durch Addition und Subtracüon c;ji = a,, cr^ssOf. Setzt man nun in 
den flbrigen Gleichungen Oi ffir a,, a^ fflr o^ und er, fOr a^ (o.), so erhAlt man 
<yo— 2^^4-^4=1 (rOi <^o+2cy2+a4 — 2(a,-|^a5) = — 1 («.), 
tyu + 2a2 + Ö4+2(a,-f «^6) — y GO- 
Die beiden letzten Gleichungen geben, addirt und subtrahirt, cro4-2(^-f 04 =^ 
j.(y-.l) = 4ii-f It <^i+^«=i(y + l)=2ii-f 1, von denen die erste mit (y.) 
vei^bunden a^'\'0^=^2n'\-\^ a^=^n lierert. Man hat demnach Im Ganzen das 
folgende System von Relationen : a« + 0^= cTi -f «^s = ^3 + ^^7= 2ii -f 1 =i(V"hlX 
öi=(T6 = ii = |(v — 3), <yi = a,, ör5 = cy7, il = ao — cy4 = 2au — i(y + l), 
l?=a,-a5 = 2a,-i(v+l) (3.). 

$.4. 
Von besonderer Wichtigkeit ist die Darstellung des Werths von A 
dorch Ob allein, in derFormJ[«=2c^i— i(y-f-l) = 2(^,~(2ii-|-l); denn man 
kann aus derselben den Rest beurtheilen, welchen A dnrch 4 dividirt IcCst, 
wodurch A in der Zerffilinng y=^^-f2B' seinem Zeichen nach bestimmt 
wird. Es Iftlst sich nämlich leicht zeigen, dafo o^ immer eine ungerade Zahl 
ist. In der That bezeichnet a» die Anzahl der incongmenten reellen Werthe 
von Ä, welche (l-f««/^* (mod.^) machen. Da nun \—zi^{\'\-%iy^ 
also auch (1-f i&t)^' = (l — 5i)' = l ist, so wird stets 1 — «I mit 1-f «i die- 
selbe Eigenschaft haben; unter den Werthen von z, deren Anzahl a^ ist, be- 
findet sich demnach immer gleichzeitig -fit und — z, und da auch unier 
ihnen vorkommt, z^O aber der einzige Werth von it ist, der -f « = — z 
macht, so steht einzeln und alle flbrigen Werthe von z sind paarweise 
vorhanden; daher ist die Anzahl aller, nfimlich o^, ungerade. Hieraus folgt 
2(Tü = 2 (med. 4), 2a«— (2ii4-l) = l— 2ii = 2ii-f 1 (mod.4), also 

(4.) A= 2fi+l s l(v+l) (mod.4); 
d. h. fflr die Primzahlen f ^ 8 (mod. 16} ist A positiv oder negativ, je nach- 
dem es, abgesehen vom Zeichen, ^1 oder ^3 (mod.4.) ist, während für 
die Primzahkm y^all (mod. 16) das Umgekehrte gilt Was das VomiMciieia 
von B betrifft, so hangt es von der Wahl der Wunel f der Coii{fraMS 
/'^f (mody) ($.1.) ab; wie man es Idehtaus der Gleichung 0=s9<;a — <rt 
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sieht. Die eben angewendete Methode zeigt, dafs B mit /"zngleich sein Zeichen 
wediselt; der nChere Zusammenhang zwischen diesen beiden, einander wech- 
selweise bestimmenden Elementen wird, wie wir später sehen werden, durch 
die Congmenz A'\'(l'^i)f.B^O (mod.q) oder besser noch durch die nur 
reelle Glieder enthaltende Congruenz A-^Bv^O (mod.^) angegeben, wo, 
wie in §. 1., r* = — 2 (mod-v) «nd (l+O/^sr iSL 

Es mögen hier gewisse Folgerungen aus dem Vorhergehenden , welche 
die bis jetzt entwickelten Resultate aus einigen neuen Gesichtspuncten dar- 
stellen, ihren Platz finden. Die Zahlen, deren Anzahl ao ist, genögen der 
doppelten Bedingung, dafs sie, erstlich, die Congruenz k^^l (mod. q') erfQilen, 
ottd zweitens, dafs ihr reeller Theil ^1 (mod.^) isL Die zweite Bedingung 
IC&t sich ebenfalls durch eine Congruenz ausdrücken; denn setzt man l-f«> 
= Ar, so wird*^ = l— 2;f^ Ar^-{-A: = 2, alsoA^-f-A— 2==0; dieser letzteren 
Congruenz genügen die sfimmtlichen g Zahlen von der Form 1 -f ^*» ^o z 
alle Werthe 0, 1, 2, ... q—i haben kann; diese Congruenz bat also so 
viele Wurzeln, als ihr Grad beträgt; Dasselbe gilt von der ersten Congruenz 
kf — 1^0. Die Ou Zahlen, um welche es sich hier handelt, genfigen beiden 
Congruenzen zugleich: sie sind also die Wurzeln des gröfsten gemeinschaft- 
lichen Tbeilers dieser beiden Congruenzen. Der Grad dieses gröfsten gemein- 
schaftlichen Theilers ist mithin = cTu- Wenn man daher, wie in der Algebra, 
den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler der beiden Functionen If — l und 
lfl'\'k^2 sucht, nur mit dem Unterschiede, dafs alle Vielfachen von q weg-* 
gelassen werden mflssen, so kommt man auf eine Function, deren Grad den 
Werth von o^ ergiebt; und dadurch ist dann zugleich der Werth von A in 
der Zerffillung ^ = ^^ -f 2 JB^ nach der Formel ^1=200— iC^-fl) bekannt. Ich 
habe gefunden, dafs der Grad des gröfsten gemeinschaftlichen Theilers dersel- 
ben beiden obigen Congruenzen för die Primzahlen q von der Form Sn-j-S 
auf ganz Ahnliche Weise die Zerfillung in die Summe zweier Quadrate bestimmt. 

Man sieht leicht, dafs alle Zahlen ^-{-yip deren ete Potenz e= 1 (mod. f) 
ist, die achten Potenzreste (mod. q') sind, und dafs unter dieser Voranssetznng 

«-f-yi^(|-f ^0' gesetzt werden kann; ferner ist evident, dafs jfi^-^-yi) 

(med.f) acht verschiedene Werthe hat, welche ans einem derselben durch 

Midtiplication mit Potenzen von f hervorgehen. Betrachten wir nur diejenigen 

Mht0B Potenzreste, welche von der Form i'\-zi sind, so haben wir die Be- 

diognng binzniufBgeB, dafs der reelle Tbeil von (f-f ?0^ ^^^ Einheit congment 

14 ♦ 
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sein mafs: es mnb also der CoDgraenz 

genflgt werden, nnd (;„ drflckt daher den achten Theil der znsammengehArigen 
reeHen Lösungen f, ?; dieser Congmenz mit zwei Yariabeln ans. Die Lösung 
diezer Congrnenz Ififst sieh sehr leicht auf die Frage zurQckfQhren, fQr wie 
viele reelle und incongrnente Werthe von x der Ausdruck je^ — 28ir^-f'^^^^ 
^28x^-f 1 einem quadratischen Reste (mod. 7) und fflr wie viele er einem 
nicht quadratischen Reste congruent wird, aber ich kann nicht Iflnger bei diesen 
heilftufigen Bemerkungen verweilen, sondern kehre zu dem Hauptgegenstande 
der Untersuchung zurfick. 

§. 5. 

In die Function <p{u) = a^-l-a^n^a^ii^-f . • . .-^-Oju' sollen statt ti die 
Potenzen von /* gesetzt und es soll der Rest untersucht werden, welchen q>(/^) 
nach (mod. ^) giebt, Fflr gerade Werthe von r ist q>{f^)^q>{m^) und (pip}"") 
ist för diesen Fall oben vollständig bestimmt worden, nfimlich q>{i)z=iip{^i) 
s=l, (p{ — 1} = — 1, 9(1} = ^^0. Es bleiben also nur die ungeraden 
Werthe von v; fflr diese ist zunfichst q>(f)^q>(f^) mi (p{f^)^ip{f^\ nnd 
zwar aas denselben Grflnden, welche oben 9>(tt>)= ^(co'), ^{w^)=^q>{üP) 
gaben. 

Im Allgemeinen ist q>{f'')~.S{\'^z%y'\mQA.q) fOr jeden Werlh 
von v; denn fflr die a« Werthe von «, .welche [l-f2rij= 1 machen ^ ist 
(i-f«i)''^l, fflr die 0| Werthe von s/ welche [l-J-!ttJ = a> mactien, ist 
(l-f-.^O**^^^/^) u. s.w., endlich fflr diejenigen 07 Werthe von z, welche 
[i-J-«:f] = a>^ machen, ist [l-feij'"^/^*'; wie unmittelbar aus der in §. L 
gegebenep Definition der Symbole [ ] hervorgeht. Es handelt sich demnach 
um die Bestimmung der Summen S{\'\^ziy* (moA.q). 

Entwickelt man die Potenz (l-f-«t)^' nach dem binomischen Satze, so 
kommen, da e>q ist, sehr viele Potenzen von z vor, deren Exponent durch 
q—i theilbar ist, und dieser Umstand macht die Behandlung der hier in Rede 
stehenden Summen weit schwieriger, als die derjenigen analogen Summen, 
welche schon von Gau/i in der ersten Abtheilung seiner Theorie der biquadra«- 
tischen Reste betrachtet wurden. Es kommt ja bekanntlich bei der Untersuchung 
des Restes einer Summe von der Form Z'F(^),. wo z die. Werthe 0, 1, 2,... ..7— 1 
darchlfl^ft und F(z) irgend eine ganze Function von z bedeutet^ immer nur 
auf die Betrachtung deijenigen Glieder in F{z) an, deren. Exponenten durch 
q^i theilbar sind, indem JSz^.^0^ wenn /i nicht durch 9— 1 theilbar ist. 
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mck. weim /Ei = ist, dagegen Zzff^q — i^-^i(jakoi.q)^ wenn ^ ein 
Ton Knll Yerschiedenes Vielfache von igr— 1 isl. 

Nimmt man (was erhole fst) y<CQ an, nnd setst yet=ia'\-ßf, wo a 
imd /9 beide nicht negativ nnd <Zg sein sollen, so isl 

demnach ist ^(1 -f z ir = JS'Cl -f- ir i)' (1 — 2: i/. Das allgemeine Glied ist jetzt 
in Bezog aaf z vom Grade cf-|^/?, nnd da tt-|-/i^<; 2(^—1) ist, so liann in 
demselben höchstens Wne Potenz voii z vorkommen, deren Exponent durchirr— 1 
theObar ist, nämlich z'f''^ selbsL Ist demnach a-^-ß noch <:^— 1, so enthalt 
die fintwickelong des allgemeinen Gliedes nur Potenzen von e, deren Expo- 
nenten <lV*^^ ^^^^9 ^^^ ^^^ ganze Summe ist in diesem Falle ^OCmod.^), 
also auch q>{t'') ^ (mod. g) ; im entgegengesetzten Falle, wenn a-\'ß>q — i^ 
ist sie ^ dem entgegengesetzten Werthe des Co£flicienten von z'''^ in 
(l + «i)*(l— «t/. Die Werlhe von a und ß fOr ^==1, 3, 5, 7 sind in der 
folgenden Tabelle berechnet: 

r^i, i(flf*-l)= €=^3ii4-l+iiy, a = 3n-f-l, /9 = «; 

r«3, |(^-l)=3e= ii4(3n + l)y, a = n, /9 = 3ii+l; 

y«=5, f(/-l) = 5tf=7n + 2 + (5ii + l)v, a = 7ii + 2, ß^bn+i\ 
y=7, f(i*— I) = 7a«=5n4-l + (7ii-f2)y, a = 6n + l, /9=7ii+2; 
wo, wie immer, ^ = 8n-f-3 gesetzt wird. Hieraus sieht man, dafs farr=l 
und y = 3, a+/9 = 4»-fl<y— 1, also 9)(/*) und y(/^) = Cmod.y) 
sind; dagegen für ^=5 und y = 7 ist a-j-/5= 12ii4-3, also >> 9— 1, mithin 

entgegengesetzten Werthe des Oo^f&cienten von z''"^ in dem allgemeinen Gliede 
dieser beiden Summen. Es sei der letztere =J und man setze 

dum wird, wegen y— 1 =8»4-2 = (5«-{-l)-|-(3ji + l) = (7ii-f-2)4-n, der 

immer :rl das Product der natOrlichen Zahlen 1.2.3....a^ bedeutet; folglich 
besMbt J aus einer Summe von Termen von der Form 

>.. ,V^ (7n+2)l(5n+<)l 

/» eralreekt sich von 3it4^1 bis 7ii-f 2« /^^ erstreckt sich von 5n-f 1 bis ab** 
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wflrts zu n, and es ist immer A^4~i^' =" 8it-f 2 = 7 — 1. Setst man 5fli-f~ 1~A^' 
=ir, so wird /ii' = 5ii4-l— y» y erstreckt sich Ton aofwfirts bis 4s -{-^ 

und es ist /^-f /^'==5»-f'^"f i^"*"^^^®*"!'^» ^^ jüsssy-j-Sii+^i hiemach 
geht der allgemeine Term von J in 

^ ^ (y + 3w-fl)!(4M+l— y)l{5ii+l^if)!y! 

Aber. Um diesen Ausdruck femer zu vereinfachen, bemerke man, dab im 
Nenner desselben (r-f3n + l)+(5fi-f 1— i/) = 8ii-f 2 = y— 1 ist, fflr Jeden 
Werth von r. Nun ist allgemein, wenn a und b zwei positive ganze Zahlen 
sind, deren Summe ö-|-* = y*~l *s^ albl^ — (— 1)"^ — (— l/(mod. y}; 
denn nach dem FFiV^onschen Salze ist l.2....aX(ß'^i)(ü'\'2)...^{jf'^%y 
^ — 1, und da nach der Voraussetzung a-f-1^— &^ a-]-2 ^ — ^^fl 
= — (* — 1), a+3 = — (* — 2), u. s. w. ist, so folgt 1.2-^..a 
X(— 1)^&(& — 1)(6 — 2)....1 = — 1, folglich u.a. w. Man kann denmaoh 
statt des Products der beiden Facultäten im Nenner («^-f^^ 4"^) K^*4~l — OU 
— ( — 1)^"+^-*' setzen, indem man die Vielfachen von q weglfifst; was bei nn* 
serer Untersuchung erlaubt ist«, da hier weder Zähler noch Nenner des obigen 
Ausdrucks durch q theilbar sind; dividirt man noch ( — f)*"+»-»' durch ( — 1)*"+*-*' 
und vereinigt 1^+^"+' mit ?''+^-' zu •»«+»=— 1, so bleibt blofs 

(7H + 2)!(5n4-l)l 
v!(4i»+l_y)I 

Die Snmmation nach v, welche J ergiebt, kann jetzt an diesem einfacheren 
Ausdracke nach dem binomischen Satze ausgeführt werden. Es ist 

folglich, da die Zfihler, welche r nicht enthalten, bei der Summation als con- 
stante Factoren herausgesetzt werden können: 

y _y^i (Tii+2)!(5>i-fl)! . 
^ = ^ (4n+l)r 

Nachdem nun vor allen Dingen J emgUedrig dargestellt ist, kann man diesem 

Ansdracke vwschiedene einfachere Formen geben. Um die Potenz von 2 weg«- 

zuschaflfen, bemerke man, daft 2*^+* = 2*^^^^^^— 1, weil 2 zu ^r^sSn-fS 

nicbtquadratischer Rest ist; femer kann man nach der obigen Bemerkung, 

dafs immer a!*! = — (— 1)* = — (— 1)S wenn a-f*=y— 1 ist, statt 

(7ii-{-2)! und (5ii-f-l)I im ZiUer, «t und (3s-f 1)1 im Nenner schreiben, 

und statt <4fli-f 1)1 im Nenner, (4»4-l}I im Zihler; nur mnfii man hierbei 
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Bül_(_l)-, _(_l)3t+i multipliciren und mit —(-!)♦«+* dividiren, also im 
Gauen mit — 1 mnltipliciren , and da dieses — sich gegen Dasjenige, welches 
ans 2^'^* entspringt, aufhebt, so ergiebt sich 

and folglich ^in^^in^-^^-j^^'jT^ 

§. 6- 
Da wegen /^'z=i die geraden Potenzen von f den gleichen Potenzen 
von a> congment sind, so hat man, wenn, wie in $.3., a^ — ^4 = ^^ ^i — ^s 
^=B, Ot — a^=C, o^ — aT^=D gesetzt wird: 

^(r)^^-Ci-nD+Bi); 
und da in §. 3. schon C = 0^ B=^D gefunden wurde: 

VerMndek man diese DarsteUungsweise mit den Resultaten des vorigen Para- 
graphen, so erhftlt man J4-/*(l-f-i)ll =il-f Ar=0 und A—f{\-\-i)B 
^A — Bv^ — J. Die erste Congruenz zeigt den Zusammenhang zwischen 
B und f oder J0 und v, wie er schon in $. 4. angemerkt wurde; mit der 
«weiten Congruenz durch Addition und Subtraction verbunden, liefert sie 

2A^'-J und 2Bv^J(mod.q^. 
Der Congruenz 2^4^— ^ (med. g') genflgt also^ in der ZerfSllun([ q=^A^-2B^. 
Da ±^<y9<i^9ß so ist^ der absolut kleinste Rest von — i^Cmod^^), 
und du wir femer oben in §. 4. ^^^(^4*1) (mod* 4) gefhitden habra, 
80 mvfli dieser absolut kleinste Rest mit einem solchen Vorzeichen behaftet 
Hbkj daft er =5|^(^-f-l) (mod.4) ^2fli-f ^ ^'^^) ^^^ Dasselbe ist, dafs er 
^(-^l}*(mod.4). wird. In allem Vorhergehenden ist hiemach der Beweis 
4m foig0BdeD Theorems enthalten: 

JEs sei irgend eine Primzahl q^^^Sn-^-S in die Form A^^2B^ zer- 

^ffeUelit 80 ist il der (ibsolut kleinste Rest von — ^ ^ j ^*^ ^ ^ (mod. y) , und 

absolut kleinste Rest wird mit seinem Zeichen ^ (-^1)" (mod. 4); 
iat A^is4x*\-i^2n, wo 't die Anzahl der Wertfae von « aas der 
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„Reibe 1, 2, .... |(^ — 1) beieiehnet, für Welche t-^zi achter Poteasrest 
^za q oder (14-«i)*<^'-*^= 1 (mod, y> wird;^ 

Der sweite Theil des Theorems ist mir eigenthamÜch; der erste Theil 
ist von Stern in einer etwas verschiedenen Weise aafgestellt worden; die hier 
gegebene Darstellung, bei welcher aus der linearen Form von g selbst (med. 16) 
das Vorzeichen von A erhellet, scheint mir die primitive des Satzes zu seih. 
Übrigens ist der Übergang zu der Darstellungsweise von Sterte leicht zu 
machen. Bemerken wir zuerst, dafs ß nicht gerade sein kann : denn wSre B 
gerade, so hfitte man JB^ = (mod. 4) , 2J3^^0 (med. 8), 7 = J^-f-2ir 
^A^^i (mod. 8) , gegen die Voraussetzung: B ist also ungerade, wie auch 
schon aus iy = 2a^ — i(7 + l) (§• 3.) erhellet; folglich ist £r = l (mod. 8), 
2Ä*=2(mod.l6),y=ii^-f2, 8»+ 1^^^ (mod. 16), i(^'— l)=n(mod.2), 
d. h. n ist gerade, wenn ^^ + 1 (mod. 8), ungerade^ wenn ^^ + 3 (mod. 8) 
ist In der Potenz ( — 1)" kann man demnach statt des Exponenten n auch 

^(il* — 1) setzen, und der absolut kleinste Rest von — j^*- j^*"^. | . (mod.y) 

ist ^1 (mod. 4), wenn A^s±\ (mod. 8); 4^^9%^ ist er ^ — 1 (mod. 4), 
wenn ^ ^±3 (mod. 8.); er ist daher ^ 1 (mod. 4>, wenn er, abgesebn vom 
Zeichen, ^1 oder ^J7 (mod. 8) ist; dagegen isler ^3 (mod. 4), wemi er, 
abgesehen vom Zeichen, 5i3 oder ^ 5 (mod. 8) ist; d. h. jener absolut Ueinate 
Rest wird mit positivem Zeichen aus der Formel hervorgehen , wenn er ^ 1 
öderes (mod. 8) ist, mit negativem Zeichen, wenn er, abgesebn vom Zeichen, 
^ 5 oder ^ 7 (med. 8) ist Wenn man die Wurzel des ersten Quadrats in 

der Zerffillung von g durdi den absolut klcrinsteirRest von 4- 4 . 4^lill'lL 

bestimmt, 60 gilt natflrlich das Umgekehrte. Mit Ausnahme der Primzahl 3 

kann man immer — ^ — 1.2....N * wlTSn+ITi *^^*®"* ^^^ '^«»0 

auchnoch^oder r, und somit J0, fffr sich durch eine€ongruenz(mod.^) bestimmein, 
indem man von der leicht zu beweisenden CongruMZ f^II(x — ^1) (mod:^) 
ausgeht, tn welcher die Hulliplicatfon sich auf die Werthe ^=1,2,..;. ^(g—i) 
und auf dieselben Wertbe von y bezieht; ieh bin aber in dieser Hinsidit n 
keinem Resultate von grofser Eleganz gelangt 

Stern giebt seinem Satze noch mehrere andere Formen. Da er aber 
selbst diese verschiedenen Foraieo jchoa töie aus der andern abgeleitet hat, 
wörOber man am angefahrten Orte nachsehen kann, so Ist es nnnOthig, liiifer 
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dabei iq yerweflen, ich yerlasse daher die PrimuhIeD Sn-f 3, um mich zu 
denen Yon der Form 7ii-f 2 ond 7ii-f 4 zn wenden. 

Über Prinusahlen 7ii-f 2 und 7if-{-4. 

§. 7. 
So wie bei den Primsahlen Sn-f 3 die gewöhnlichen complexen Zahlen, 
80 mOaaen bei denen 7ii-f-2, 4, an welchen wir Jetst flbergehen, complexe 
2Uden yon einer anderen Art som Gmnde gelegt werden. Fflr jene ist die Form 
1^4*^ °v ^^^ durch q theilbar, wenn a und h beide mit q anfgehen; den 
nenen complexen Zahlen mnfs in derselben Weise eine Normalform entsprechen, 
unter deren AScA/Mtft/^ die Primzahlen ^=7it-f2 nnd^ = 7n-)*4 gehören. 
Es giebt mannigfache Arten solcher complexen Zahlen; wesentlich ist, dafs 
dieselben drmffüedriff, also von der Form X'\'yfii'{'Zfi2 sein müszen^ weil 
die Ansahl der Glieder eines vollständigen Restensystems solcher complexen 
ZaUen (mod. 9^) dann ^1 (mod. 7) wird; femer ist erforderlich, dafs i;i, 172' 
nnd fiifit sich linear in 171 und tj^ ausdrücken lassen, und dafi; man aus der 
TMUarktit des Productes zweier solchen complexen Zahlen durch den Modul f 
mf die Theilbarkeit der Factoren mufs schliefsen können. Am bequemsten 
sind Jedoch und ereignen sich am besten fflr die folgenden Untersuchungen die- 
Jwigen complexen Zahlen, auf welche ich in meiner Abhandlung Ober die 
onbischen Formen mit drei Variabein geffihrt wurde. 

Es sei ^ eine siebente und q eine dritte primitive Wunel der Einheil, 
also ^~. =0, (»^-}-()-fl = 0. Man bilde die 3 zweigliedrigen Perioden ans 

7lenWurzeln der Einheit ^+C* = Pi, r + ?* = l^, ^H?*=Jf^; "ch kann 
man noch P4=l?, ^5 = ^2, P^z=zp^^ Pg = P^, u. s. w. einfuhren. Die in 
betrachtenden complexen Zahlen werden nun von folgender Form angenommen: 

wo 9f Xf 9 irgend drei gewöhnliche reelle ganze Zahlen vorstellen; hier-* 
bei iftt wegen p+(^^ = (^^4.(^*= -1: % = SPi-Pa-i', = 3P,+ 1, 
flfssa — Pi-{*2P3— Ps = 3P2-f I9 niso enthalten die complexen Zahlen die 
Cnbikwnneln der Einheit eigentlich nur scheinbar und besteben in der Thal 
dniig ans den zweigliedrigen Perioden Pi, P2, Pj, sind jedoch nicht mit den 
direct aus diesen Perioden zusammengesetzten complexen Zahlen von der Form 

x+yPir|-«Pa wt verwechseln; femer ist Pi+(>P2+(^'Pi==y(7(8-f 3p)), 

€Mlfl*f Jamal f. d. IL Bd. XXXVU. Heft %. 15 
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Pj-f p^Pi^-(iP3 = y(7(2-f3(>^)), das Prodoct beider Cabikwupzeln ist =7; 
durch 172, rj^^ tj^^ .... werden die Wertbe bezeichnet, in welche ^x fibergeht, 
wenn in rji statt ^ nach und nach ^, ^, ^, u. s. w. gesetzt werden ; man hat dann 

^4 = %^ %=^2, ^6=^1, %='?M«.S. W.^ ^i + ^2 + ??3 = 3(Px + P2-f ^3)4-3 

= 0, 1/2 = ^7^ + y ^^ ^^* = Vq*M + y ^'9 WO JE und E' ganze complexe Zahlen 
ans rji und ??2 sind. Die complexe Zahl ^-f y^^i^F*^^ werde in ihrer Ab- 
hftngigkeit von ^ durch F(l^) bezeichnet, so dafs allgemein 

F{u) = ar+y(l + 3ti+3ii^) + 3r(l + 3ti^+3ti*) ist. 
Setzt man 2-f-3p = ;fi, 2-f3(i*=/?2^ /^ = 7, so ist 

DasProduct F(^}/^(^)F(0 ist einer aus x, y, isr zusammengesetzten homo- 
genen Form dritten Grades mit reellen ganzen Cofifficienten gleich, nfimlich 

= a:^i'ppi(ri'ZQy^ppt(y-{'ZQf — 3px(^y'{^ZQ''Xy+^9)^ and diese Form 
kann durch eine Primzahl g=7n-\'2 oder ^s=7ii-f4 nur dann theilbar 
sein, wenn x, y, z es alle drei sind, also wenn F(J£) durch q Iheilbar ist; 
denn die Divisoren jener Form sind , wi^ z. B. aus meiner Abhandlung Aber die 
cubischen Formen mit drei Variabeln erhellet, die cubischen Reste zu 7, also die 
Primzahlen 7ii±l. Wenn zwei solche complexe Zahlen, wie wir sie hier 
betrachten, F(C) und F'(^)^ beide nicht durch ^ theilbar sind, so kann auch 
ihr Pfodnct nicht durch q theilbar sein; denn wfire dies der Fall nnd hfilte 
man jP(0^'(^)^0(mod.7), so wfire auch, indem man mit jP(^)jP(^) mal«- 
tipHdrt und F(^F(C;')F{^)^ip setzt, y.F'(?) = 0; also wfiren die mit y 
mnltiplicirten Coöfficienten vonl^'(C) durch y theilbar: da aber q> gtinz reell nnd 
nicht durch q theilbar und f eine Primzahl ist, so mflfsten die drei Cofiffiden- 
ten von F'CD? f^^o F^(C) selbst^ ^0 (mod.^) sein; gegen die Annahme. 
Da der analoge Satz bei den reellen Zahlen die Grundlage aller Untersuchungen 
aber Congrnenzen bildet, so lassen sich für die hier vorkommenden cömplexen 
Zahlen F{t) in Beziehung auf den Modul q dieselben Behauptungen aufstellen, 
wie fftr reelle Zahlen. Ein voUstfindiges Restensystem (mod. 9) nmfafst ^ 
complexe Zahlen, welche man erhfilt, wenn man die drei CofifBcienten x, y, z 
alle anter einander incongmenten Zahlen (moLq) durchlanfen Ififst; bei einem 
redacirten Reatensystem, welches ^—\ Glieder enthfilt, wird die Combination 
x^Oy ystO^ z^O aasgeacUossen. Haltlplidrt man alle Glieder eines 
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solchen redocirten Restensystems mit einer bestimmten^ nicht durch y theilba- 
ren eomplexen Zahl F{]^)^ so werden die Vielfachen wieder ein redocirtes 
Restensystem bilden ; das Prodnct aller Vielfachen ist ^ dem Prodacle aller 
Reste, und wenn man auf beiden Seiten mit ^em Producte aller Reste dividirt, 
80 erhSlt man jP(^)'''~^^1 (mod. q). Man hat ferner, nach einem jetzt allge- 
mein bekannten Princip, F(f)^ = F(£v), F(?;^' = jP(^)^ = i?'(£»*), F(?)'* 
=:jP(^9')9 = F(^7') = jP(^ (mod.y), und hieraus wiederum F(?)''-' = l, 
wennjP(b nicht durch q Iheilbar ist F(^), jP(e^), F(^^') fallen resp, mit F(^), 
F(r), F(?') oder resp. mit F(?), F(?*), F(r) zusammen, je nachdem 
9^2 oder q^4t (mod. 7) ist ViTenn in der Folge von eomplexen Zahlen 
ohne weitere Bemerkung die Rede ist, so sind immer solche yon der Form 
x^yrii'\'Zrii zu verstehen; y ist stets eine reelle ungerade Primzahl von der 
Form tn'\'2 oAet 7i»-f4. 

Da ^E=l (mod. 7), also 7 ein Theiler von y^— 1 ist, so Iftfst sich 
leicht beweisen (wie bei den reellen Zahlen}, dafs dieCongruenz/^^1 (mod. 9), 
aufser der ViTurzel f^\ noch sechs andere complexe Zahlen zu Wurzeln 
hat; es sei /'eine dieser letzleren*). Setzt man ^ — lt=7^^ so ist K" 
^1 (mod. ^) ffir jede nicht durch q theilbare complexe Zahl k: demnach ist 
k^ einer Potenz von /" congruent, und da es nur 7 incongruente Potenzen von 
^giebt, so theilen sich hiernach alle ^ — 1 Glieder Ar eines reducirten Resten-- 
Systems in 7 Classen. Die erste Classe enthalt diejenigen kf fflr welche 
A'^l; die zweite Classe diejenigen, fOr welche k^^f, u. s. w.; endlidi 
die siebente Classe enthält diejenigen k, ffir welche kf^f^ (mod. q) inl 
Durch das Symbol [A] sei eine Potenz von ^ bezeichnet, und zwar mit dem 
Exponenten derjenigen Potenz von f, welcher kf congruent ist, so dals 
[*] = 1, wenn k^z—i^ [ä] = ^, wenn k^^f, u. s.w., [A] = ^, wenn 
kf^f^(nkoi.q); beiläufig bemerke man, dafs diejenigen k, für welche [Ar]=l 
ist, die 7ten Potenzresle (mod. q} unter den eomplexen Zahlen sind. Ffir diese 
Symbole gdten nun wieder dieselben oder die analogen Rdationen, wie fllr 
die in den vorhergehenden Paragraphen vorkommenden Symbole, namBch lk][l] 
= [*/], [*r = [*^, [*! = [*'], wenn 1: ^A/ (mod.y), [A^] = (*r = l, 
[*r=^[ifc]% [*']=[*•"], wenn i' = v' (mod. 7) ; ferner [F(0]^ = [F(S^)], 



*') Es bedarf kaum einer besonderen Erwähnung, dafs für f nicht C genommen 
werden darf, eben so wenig wie in {. 1. w ffir f, da hier nur von eomplexen ZaElen 
aus s^eigliedriffen Perioden und nicht von solchen die Rede ist, die überhaupt aus 7ten 
Wunein dei^ Einheit bestehen. 

15» 
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(F(0]^'s=: [FC?^*)]» [J^CO?* = [P(C)l Wenn F(Ö einer reeUen gansen ZaU a 
gleich ist, 80 liat man F(S^) := F(^y aba [a]«<=[a], [a]^« 1, airo [a]=l, 
wenn f =3 7it4-2, [af ==1, wenn 9 = 7it-|-4; ans [opssl folgt alier^ 
wenn man auf beiden Seiten zur 5ten Potens erliebt M^^M^^l^ also. ist 
in beiden Fiilen [ä]=si^ wenn a eine reelle ganse Zahl ist; diese letalere 
Bemerkung wird im feigenden Paragraphen namentlidi angewandt werden^ 

Drei complexe Zahlen, wie F(^), P{^) und F(^), mit denen resp. 
F(^), F(^), F{^) flbereinstimmen, heifsen conjugirt. Da aus der Congmens 
zweier eomplexen Zahlen die Congruenz ihrer conjngirten Zahlen folgt, so ist 
es erlaubt, statt aller Glieder eines redudrten Restensystems deren coqjugirte 
Werthe zu setzen; d.h., wenn F(jO ein redudrtes Restensystem durchlluft, 
so werden F(^), so wie F(^'), also auch F(^), F(^0 ein solches durch- 
laufen. Noch einige andere Sttze, welche nachstehend benutzt werden, sind 
so evident, dafs es unnöthig wtre, uns bei denselben aufzuhalten. 

S. a 

Den Summen in §. 2. analog betrachten wir hier die Summra S^ß 
t= ^IkYlk^'^^ in denen r irgend eine, nicht durch 7 theilbare reeDe ganze Zahl, 
also Zi B. eine der sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 yorstellt; die Summation 
bezieht sich auf k und k^p welche beide ein reducirtes complexes Restensystem 
(med. q) durchlaufen und dabei der Bedingung Ar-f Ar'^l *f^^i-f/^?> (mod.f) 
unterworfen werden, wo a und ß irgend zwei gegebene reelle ganze Zahlen sind. 
Setzt man, wie in $.2, k = k^l, so ergiebt sich S=z2;[k!lY[k!Y^:=S[l]% 
mit der Bedingung A/(/-{-l)^l-i-ai7i-f/'%9 ^^ ^ ^°' ' reducirte Resten- 
systeme durchlaufen; der letzteren Bedingung A/(/-f 1)^ 1-f ^?i"f/^% 8^^ 
nflgend entspricht jedem Werthe von / ein und nur ein Werth von k^, mit 
Ausnahme von /^— 1, fOr welchen Werth von / die Bedingung Oberhaupt 
nicht erfOUbar ist. Da nun kf In dem allgemeinen Gliede der Summe nicht mehr 
vorkommt^ so erhAlt man ^=^[/p— [— 1]% wo sich die Sunmiation auf 
alle Glieder / eines redudrten Restensystems bezieht, ohne dafs weiter irgend 
dne BeschrSnkung Statt finde. Da r der Voraussetzung nadi nicht durch 7 
theilbar ist, so hat man ^[r|'' = e(14-^-j-....-{-^^ = 0, und da —1 eine 
reelle ganze Zahl ist, [—1] = !, folgfich j9«^^ = — 1, fflr jeden Werth von 
a und ß. 

^ Die Anzahl der Combinationen aller incongruenten Werthe von a und ß 
ist ^; demnach die Summe aller jS(.,^, wenn fflr o, /9 alle diese Combmationen 
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geietst werden &= — f'; man kann s. B. a aOe Zahlen 0, 1, 2, • • •• fr— 1 
md 9 davon nnabbingig, ß ebenfalls alle diese Zahlen dnrdilanfen lassen. 

Andrerseits verwandelt sich, wenn a und ß ans gegebenen oder ste- 
henden Werthen in laufende Werthe übergehen, die Bedingangscongmens 
k'\'V^l'\'afii^ßflt in die einfachere Bedingung, dafs die Summe der bei- 
den ersten Theile von k und von A^ der Einheit congruent sein soll, oder wenn 
man As=jp-|"y^i+*%i *' = ^+3^%+«'^ wlat, in a?-j-a/^l (mod.^); 
es ist daher — ^ <=^[*r[*']'^9 mit der Bedingung ar-far' = 1. Es sei 
diese neue Summe, welche als der Complex aller ^ verschiedenen S^^p er- 
scheint, » T, 

Da in der Bedingungscongruens, weldie f&r T Statt findet, y, z, y 
and 9^ nicht vorkommen, so xerfallt jeder Theil yon T, welcher einem ste- 
henden Werthe von x und einem dasugehörigen von x^ entspricht, in das 
Prodnct aweier Summen S[kY X S[k']r^^ deren eine sich auf y und z, die 
andere auf y und n/ bezieht Wenn die stehenden Werthe von x und a/ 
beide von verschieden sind, so ist es erlaubt, xy, xz an die Stelle von y 
resp, % und x^y, ;r V an die Stelle von y resp. z' su setsen; hierdurch geht 
[k] in M(14-y%+*^J» w wie [kf] in [^'Ui+yvi+^V^l über. Da nun 
[x] e=r [x^ = 1 ist, so wird dieser Theil von T, welcher dem stehenden Wer- 
theepaare x, sd entspricht, =-2'[l+r'7i+«%rX-S[l+/i7i+«'i72]-', also 
von X und af nnabhSngig. In dw zweiten Summe kann man auch die Accentß 
von y und z weglassen, da die accentuirten mit den nichlaccentuirten Buch- 
staben nicht mehr in derselben Summe gemischt vorkommen , und diese diesel- 
ben Werthe wie jene durchlaufen. Die pusammengehörigen Werthe von x und 
^, deren Summe ^ 1 (mod. q) ist, sind, wenn keiner von beiden ^0 (mod. q) 
sdb soll, folgende: 3, 7— 1; 3, q — 2; 4, 9^ — 3; u. s. w. bis 7— 1, 3; 
der Anzahl nach 9—3; pnd da die ihnen entsprechenden Theile von T alle 
einander gleidi gefunden worden sind, so ist derjenige Theil von T, fflr 
welchen flberiiaupt weder x noch ^r'^O ist, und welcher mit ü bezeichnet 
sein mag, 

Es bleibt noch der der Combination a?^0, x^^^X und der der Combi- 
nalion dp^l, jp'^O entsprechende Theil von T; diese beiden Theile von T 
seien durch Kund W bezeichnet, so dafs T= U-f F-f W. Man findet dann 
V = S\yri,\zri.Y.S\\\yn^\7!n^-^, 
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In V ist unter den Werthen von y und e, in W unter denen von / und V die 
Combinalion 0, «oszuschüeflien. Um V und IFuuf die beqneniste Weise mit U 
vereinigen su können^ betrachte man die Summe ^['r]'' = JE'[a?-{-y 1^14-^173]% 
in welelier k ohne alle r.c^ohrCnknng die sfimmtlicben ^ — 1 Glieder eines 
compiexen reducirten Restensystems (mod. q) durchlauft, a^so x^ y-fZAie 
Zahlen 0, 1, 2, ••.. 7— 1, oder die ihnen cöngruenten, mit Ausschlufs der 
Combination ;r^0, y^O, «^0, durchlaufen. Diese Summe, welche ver- 
schwindet, da sie =^(14~^4' ** ** 4*^) ^^^ serfäUt in die beiden TheÜe 

wo im ersten Tbeile die Combination y^O^ z^^O^ im zweiten der Werth 
x^^O auszuschliefsen ist. Setet man^ was im sweiten Theil erlaubt ist, xy^ 
xz an die Stelle von y resp. e, so geht [a?-f y^i+^^al *» MP +y^i"f ^%1 
Aber; da nun [x]=:\ und q-^\ die AnsaM derWerthe von x ist, so wird 
der zweite Theil =(y— l)-2'[l+y%+*^2ri *^^ ^rsteTh*il, welcher hier- 
nadi = — (y— l)-!£'[14"y%+*^2r '8*1 stimmt mit dem ersten Factor von F 
ftberein und geht in den sweiten Factor von W Ober, wenn — r statt v ge- 
seist wird; V und W reduciren sich demnach auf den gemeinschaftlichen 
Werth F=Fr==— (y— l)-S[14-yi?,+0ifcr.-r[l+yi7,4.iri7a]% nSmfick 
auf das — -(y— l)fache desselben Products, dessen y— 2faches den Werth von 
ü giebt Zieht man jetzt die Werthe von U, V und W susammen, indem man 
erwCgt, dafs y— 2~(y— l)~(y--l)si=r— y, so wird T«» dem --^fachen 
jenes Products, und da andrerseits T= — y^ gefunden wurde, so whalt man 

(1.) y = -:^[i+yi7i+«%r-:^[i+yi7i4-*^2r' 

als Endresultat der Betrachtungen dieses Paragraphen. 

§. 9. 

Setzt man 1-f y^i-f *%^^^(^)9 ^^ bezeichnet ii^(^ die Gesammtheit 
aller Glieder eines Restensystems (mod. y) vdn compiexen Zahlen, deren 
erster Bestandtheil ^ 1 (mod. y) ist; dieselben Glieder oder ihnen congruente 
sind auch durch F{]^^) bezeichnet, wenn fi irgend eine nicht durch 7 thril- 
bare reelle ganze Zahl ist; denn incongruenten Werthen vonjF(^) entsprechen 
ebenfalls incongruente Werthe von P{Xf)t «ind der erste Bestandtheil in FiXf") 
fallt mit dem ersten Bestandtheil von F(^) zusammen; denn es ist 1 -f yiTs-fwfti;« 
=:z\—zrl^^{y — z)r^^^ l+yi?3+^%= l+(^-^r)^i — 7^2 u.s.w-, wenn 
man vermittels ^i-f ^2 4~^3 =^ ^ °^^ ^^^ übrigen Relationen zwischen den 
verschiedenen 17 alle hier vorkommenden Functionen von <Q, so oft es angeht, 
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mf die Form ii-f^^i+^^2 bringt^ der Werth von a wird ihr erster Besfrad* 
thea genannt Hieraus folgt ::s\F{Xr)Y = ^[F{K)Y fOr jeden nicht doreh 
7 theilbaren Werth von fu Wir wenden diese Bemerkung namentlidi auf den 
FaU an, wo ju = y oder ^ ist Da F(C>^ = F(?^), so hat man [F{t,)Y 
= [F(?^)], also :^[F(?)]*'^ = :2'[F(?^)]% was sich nach der Torhergehenden 
Bemerkung auf 2:[F{l;)Y reducirt; in fihnUcher Weise findet man ^[F(^)J*^9' 
= -r[F(^v«)j'' = jp[F(?)]\ Der Werth der Summen von der Form S[F(X)Y 
=? JS'[l-{-yi7i-f ^^a]'' bleibt demnach ungeSndert, wenn man qv oder q^v an 
die Stelle des Exponenten v setzt. Es mag nun q^2 oder ^ 4 (mod. 7) 
sein, so sind immer die drei Zahlen v, qv und q^v den drei Zahlen 1, 2, 4 
oder den drei Zahlen 3, 5, 6 in irgend einer Reihenfolge (mod. 7) congruent: 
erstere sind die quadratischen Reste, letstere die Nichtreste (mod. 7); die obigen 
Summen S\F(^)Y =^J:\\\yf\^'\-zri^ haben daher ffir alle sechs Werthe 
von y nur swei verschiedene Werthe, nfimlich einen gemeinschaftlichen Werth 
fOr f^=l, 2, 4 und einen zweiten gemeinschaftlichen Werth ffir r = 3, 5, 6^ 
Wenn endlich y durch 7 theilbar ist, so erhclt man eine Summe von 9^ Ein- 
httten; fOr solche Werthe von y ist also der Werth der obigen Summen = f'. 

Es sei Ob die Anzahl der Werthe von y und «r, für welche [F(C)] = 1^ 
d: h. 2^(5)'^! Ist, Ui die Anzahl der Werthe von 7- und 2:, fOr welche 
[F(C)] = C, db. F(^' = ^ ist, u. s.w., endlich a^ die Anzahl der Werthe 
vony und %, fflr welche [F(^] = 5*, d.h. F(^)' = /^ (mod- y) ist. Setzt 
man allgemein fflr jedes beliebige u, 

o^,'\'OlU\a^tl^\ 4-aeti« = y(ti), 

so ist S\F(^')Y^=ip(^) fflr jeden Werth von y. Das Resultat des vorigen 
Paragraphen Iftfst sich dann wie folgt schreiben: 

(2.) q = q^(^)ip{Xr)y 
flDr jeden nicht durch 7 theilbaren Werth von y. Nach dem, was wir vorhin 

gefonden haben, ist.y(?) = y(r)=y(?*). y(S') = y(?') = y(S*) »nd y(l) 
s=^; hieraus folgt unmittelbar cXi = a^ = (^4, a, s= 05 = ae, und dafs die Summe 
aOer sieben o gleich f' ist. Setzt man demnach der Kürze wegen die drei- 
gliedrigen Perioden ^+CH?* = *> %^\VW^^, so nehmen die com- 
fIflizeB Zahlen 9^ welche aus siebenten Wurzehi der Einheit zusammengesetzt 
iind) die einfachere Form 
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an, wÄhrend •Ugemdn y(«) = <Ji,-|-«i(«+«»*+«*)4-<^(««'+«*+**) *»*» '«f* 
ner wl ao-fStfi+Soi«^. 

BekanaÜich ist ^4-^«=—!, »—^ = ^—7, und swtr ^— ^' 
= *f *V^f wenn ^=seo$^n-\-iam^n genommen wird. Mittels dieser beiden 
Gleichungen kann man & und 9' aus den Werthen von <p(0 und 9(0 ^*- 
miniren. Setit man c%— 4-(ai-f*^)°=-^ ^^^ iC^^t— '<'s) = i'> so ergiebt sieh 

demnach wird ans (3.)* 

wodurch die Zerffillbarkeit von q in die Form A^-\'7B^ a priori dargethan 
ist und die Elemente der Zerffillong selbst bestimmt sind. 

Es bleibt noch nachsnweisen, dals A ond B ganse Zahlen sind. Sicher 
sind 2 A = 200^01 — as}md2 B e=: Ci-^a^ gmze ZtMen; setxt mBn2A=^A\ 
20 = A% so wird 4q=:A^'\-7B^, und da f angerade ist, so bat man 
nach dem (med. 8) 4^ = 4, 4 = ^'*+ 7fl'* = i4'^ — IT. Znntchst mOssen 
also A' und B' entweder beide gerade oder beide ungerade sein, weil sonst 
die Differenz ihrer Quadrate ungerade wCre: es können aber auch nicht A' 
und B' beide ungerade sein, denn in diesem Falle wftre A'^^l^ B^^i^ 
also A'^—B'^^O (med. 8), wahrend A'^—B'^^A (med. 8) sein soll: 
es sind also nothwendig A' und B' beide gerade und demnach A und B 
ganze Zahlen. 

Die Gleichung (ro-}-3ai-f 3(73 = 9^, welche ausdrflckt, dafs die Summe 
aller a gleich q^ ist, erhftlt eine besondere Wichtigkeit, wenn es sich darum 
handelt, das Vorzeichen zu bestimmen, mit welchem der Werth von Ji in 
der Zerffillung Ä^'\'7B^ aus den hier angestellten Betrachtungen hervorgebL 
Behandelt man jene Gleichung als Congruenz nach (mod. 7), so hat man durch 
Multiplication mit 2, und wenn man —1 statt 6 schreibt, 2ao~ai— (7,^2^ 
(mod. 7), d.h. mit Berflcksichtigung des obigen Wertbes. von Af 2A^2q?, 
-4^^ (mod. 7). Wenn also y=7ii-f 2, so ist J[^4, und wenn y=7ii4-4, 
so ist A^i6^2 (mod. 7). Es könnte auf den ersten Anblick befremden^ 
dafs von den sechs Resten, welche Oberhaupt eine nicht durch 7 theObare 
Zahl (mod. 7) lassen kann, jedesmal nur einer derselben zur Bestinrnning 
von A auftritt; aber es ist zu bedenken, dafs das Quadrat von A schon a 
priori nach 4em Modul 7 bestimmt ist, indem aus der Gleichung q^A^-^-lB^ 
die Congruenz A^^q (med. 7) folgt; fOr ^=57it-f2 kann also flberhaupt 
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HUT -4^jh4 lind für y = 7n-}-4 kann Oberhaupt nur -4^ ±2 (mod, 7) 
sein. Das vorbin gefundene Resultat lebrt nun, dafs, wenn man A nach der 
Methode dieses Paragraphen bestimmt, in den eben geschriebenen Congruenzen 
nicht das untere, sondern stets das obere Zeichen genommen werden mufs; 
fQr^===7ii-|-2 wird sich demnach A als positiv oder negativ ergeben, je 
nachdem es, abgesehn vom Zeichen, ^4 oder ^3 (mod. 7) ist, und ffir 
9 = 7ii-{-4 wird sich A mit positivem oder negativem Zeichen ergeben, je 
nachdem es, abgesehn vom Zeichen, ^2 oder ^5 (mod. 7) ist. 

Ich verweile nicht bei Bemerkungen, welche denen in der zweiten 
Hftlfte des §• 4. analog sind, sondern gehe zu der Bestimmung von A durch 
eine einfache Congruenz (mod. q) über. 

§. 10. 
Da sich nach den zwischen den sieben Anzahlen a gefundenen Rela- 
tionen q>{u) fOr jeden Werth von u auf ob-f <yi(tc4-^+«^) + ^3(** + '^+''^) 
reducirt, so hat man, mit Rflcksicht auf die Congruenz /^^l (mod. y): 

q>(f) = (p(f') = (p{f^) = a^i-a,&+a,0 (mod.y), 
wenn der KOrze wegen 

gesetzt wird. Es zeigt sich leicht, dal» Q\&=:—\ und (6 — 0'/=— 7 
{mod. q) ist; es ist also 6— ff eine Wurzel der Congruenz t^ ^ —7 (mod. q). 
Mittels der im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe von A und B er- 
balt man demnach 

q>(f) = A'\^Bv, (piP) = A—Bv, also 

%A = ycn+ycD. 3Är = q>(r)-v(r)^ 

übrigens wird zur Ableitung des hier besonders wichtigen Resultats 2A 
^7(/0-f 9(D di® KenntniTs der Congruenz (0^fff^—7 nicht erfordert, 
sondern man reicht schon mit 6-f ^^ — 1 *°*9 ^^^^ dureh Addition der 
obigen Congruenzen erhalt man 9(/O+y(/^) = 2aü-|-<yi(ö+6')+cyi(0'+0) 
^2ao—at — Os = 2A. Es kommt jetzt auf die Bestimmung von q>(f). vni 
qi(f^) (mod. y) an. 

Setzt man wiederum l-fyi^i-f *^a^^(Di so ist 

wie aus der Bedeutung von a», Oi u. s. w. hervorgeht; man kann also <p(r) 
durch die Summe JSF{<^y^ ersetzen. 

CreUe*8 Journal t d. M. Bd. XXXVn. Heft 2. 16 
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Der Grad des allgemeineii Gliedes dieser Summe in Bezug auf / und t 
ist r€ = -f (9''~"1)^9 ^^ diesen Grad mögliclist zu erniedrigen, ordne man ye 
nacii Potenzen von ^, deren Coöfficienten nicht negative ganze Zahlen <C f sind, 
re='a-\'ßq-\-y^y so dais gewissermafsen //3o die Ziffern von re m einem 
Zahlensystem mit der Basis q sind. Wenn man nun F{^) für jP(^^ und 
F(?»') für F(S)^* suhstituirt und noch der Kflrze wegen F(C) — i+yVt'{'^V% 
c=*, F{^^) = i+yfi,-\^zr,,,=^k^, l^(S^')=l+rV+«^^V = *" wlz^ so 
erhalt man 

F(j;r = Fitf'^^'^^' ~ kf'k'fkrr, also 
:sF{tr = yCD ^ ^k^k^'k^'r^mod. q). 

Wenn in Bezug auf eine ganze Function i/;(y,z) von zwei Yariabdn 
y und z, als allgemeines Glied die doppelte Summation über alle Werthe von 
y und z aus der Reihe 0, 1,2, 3, .... q — 1 ausgeführt werden soll und 
der Rest der Doppelsumme (mod. q') gesucht wird, so braucht man nur die- 
jenigen Terme der ganzen Function yf(y, z) beizubehalten, in welchen so« 
wohl der Exponent von y als der Exponent von in durch q — 1 theilbar ist, 
ohne Null zu sein: denn es ist JE2yf'scf^=zSyf' .JSzf"* durch q theilbar, so 
oft einer der beiden Exponenten [i oder fi^ (oder gar beide) mcht durch 
q — 1 theilbar ist; auch dann, wenn einer der beiden Exponenten «=0 ist; 
dagegen wenn [i und fi' positiv und beide durch q — 1 theilbar sind, so ist 
2S:yf'zf''^{q—i){q—\) = + 1 (mod. f) ; und daher ist überhaupt ^Stpiy, «)s 
der Summe aller derjenigen Cofifficienten in V^(y^sr), fflr welche der Expo- 
nent der zugehörigen Potenz von >* sowohl, als auch der von z^^O und^O 
(mod. q—V) ist, d. h. :Stp(y,u,)^ der Summe der CofifficiMten von 

yf-'z^', y»C9-i)^9-l, y(^i)55^9-l), y^^D^j^^), u. S. W, 

in tpiyßZ)*^. Diese Terme sind von der Ordnung 3(^—1), oder von h6-> 
herer Ordnung; wenn nun der Grad von y^(y,z) noch unter 2(q — 1) liegt, 
so ist JSy/(y,z)^0 (jnod.q). Dieser letztere Fall findet fflr unsere obigen 
Summen Statt, wenn o+/9-f r<3(7— 1) ist. 

Die Werthe von. a, ß, y werden auf folgende Weise gefionden. Setzt 
man v^i/q, i^^^'7(mod. 7), woraus wiederum $^'^y^(mod. 7) folgt, 
und nimmt hierbei v^ ü^, ü^' alle drei <:;7 an, so hat man 



*) Ahnliches iiir ganze Fonctionen von n Variabein bei itfacfaer Sammatfon. 
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demnach a = 4-(i/y — r), /9 = 4.(i/'y — 1/>, y = 4^(ry — y"); bildet man non 
die Summe ff-f/94'/> ^^^ welche es hier besonders ankommt, so erhalt man 

«+/9+y = +{(^+^'"+^)y-(^+^+O} = +(i'+^+v'0(y-i). Wie 

man sieht, sind v^ y^^ ^* entweder die drei quadratischen Reste (mod. 7), oder 
die drei quadratischen Nichtreste <i 7, in irgend einer Reihenfolge ; die Summe 
der Reste 1-f 24-4 ist 7, die Summe der Nichtreste 3 + 5 -f 6 = 14, daher 
a-f /'"f y = y~* ^^®^ =2(y— 1), je nachdem v quadratischer Rest oder 
Nichtrest (mod. 7) ist. In Verbindung mit den obigen Betrachtungen folgt hier- 
aus, dafs €p{f)^ V(f^) vod Vif^) >Ue drei durch q theilbar sind; für die drei 
flbrigen Werthe von p wird y (/'*') ^ dem Co£f&cienten von yf^^sfl^^ in 
k^kf^K'^. Man könnte nun diesen CoSfficienten suchen ; aber man stöfst hier- 
bei auf Schwierigkeiten, indem die Masse von Gliedern, aus welchen er be- 
steht, so viel ich sehe, keiner einfachen Summation ffthig ist; auch will ich 
den Leser nicht durch Aufzfihlung der vergeblichen Versuche ermfiden, welche 
ich sur Auffindung eines einfachen Ausdrucks fflr den in Rede stehendra Co£f- 
ficienten angestellt habe, sondern gehe zu einer andern Methode über, durch 
welche diese Schwierigkeit, wenn nicht Oberwunden, so doch umgangen wird. 
Es hat auch Obrigens nichts Überraschendes, dafs ein Ausdruck, welcher an 
sich nicht einfach dargestellt werden kann, einen Rest (mod. y) giebl, der 
allerdings auf anderem Wege eine einfache Darstellung zuläfst. 

§. 11. 
Eliminirt man aus den drei Congruenzen 

die beiden Variabein y und z^ so erhält man eine linefire Relation zwischen A*, 
k und Ä"/ nämlich A -f Ä' -}- Ä" = 3, vermöge welcher A'' = 3 — A — A' (mod. y) 
gesetzt werden kann, indem 1^x4*^7 + V =^« + %9"f^V =^i"f% +^4 = 
ist. Hiernach wird S:kk!Pk!'r^2kkß[ß—k'^ky = S. Entwickelt man 
(3 — A— A'y nach Potenzen von k und A' und setzt irgend einen Term dieser 
EntWickelung =^/-A^A'% wo also <^ und £ beide nicht negativ sind und ihre 
Summe <^-h«^/ ist, so besteht die Summe jS» aus lauter Termen von der 
Form J^Sk'^^k^'^*, Ich behaupte nun, dafs von allen diesen Termen, deren 
InbegriiT durch J^T bezeichnet sein mag, so dafs T^=JSkf"^^h!ß^', nur der- 
jenige beizubehalten ist, fflr welchen «-[-(^=^--1 und zugleich /?-}-«=:y— 1, 
indem für alle übrigen T=0 (mod. q) ist. Wenn zuerst (a+cJ)+(/?+«)<2(y— 1) 
ist, so hat man nach dem Obigen sofort 7^0 (mod. 9); die Summe beider 

16» 
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Exponenten a-]-^ ^^^ ß^^ ^^^^ ^^^ gröfser als 2(^—1) werden, denn 
<T-f«^y giebl «4"^4"/^4"* = "4"/^'Fy> welches letztere, wie wir gesehen 
haben, nur =^q—\ oder =: 2(^—1); es bleibt also nar noch der Fall za 
betrachten, wenn die Summe beider Exponenten =2(^—1) ist; was dann 
Statt finden kann, wenn a + /9-fy = 2(y— 1) ist, also für y==3, 5, 6. In 
diesem Falle sind die folgenden drei Annahmen möglich: 1) a-{-^I>^ — 1^ 
/? + *<y-^ 2) a^d<q-\, /3+6>y-t, 3) a+^ = y-l, /9 + « 
=:^ — 1. Fflr die erste Annahme setze man a-['<^ = 74~^' ^^^ ^^ zweite 
/?+€ = y-fx, wo 0^;f<^/ im ersten Falle hat man ä«+^ = ä*+^ = Ä**', 
also r = -rÄ*Ä'^+*+%' hier ist die Summe der Exponenten x und /9-{"* + ^ 
wiederum <;2(y— 1), also T^O, denn offenbar ist a-i^dK^i^q—i)^ also 
3^<y — 2, ferner /?4-6-fl<f, folglich x+/?-f-6-fl<2y —2. Im zweiten 
Falle, wenn/3+6 = y-|-;c>y— 1, hat man Ä'^+' = &'''r, T=Sk!'^ie'h!\ 
und hier ist ebenfalls die Summe der drei Exponenten a'\'d, x und 1 kleiner 
als 2(^—1), mithin 7^0. Es bleibt also schliefslich, wie oben behauptet, 
der Werth von T nur fflr die Combination a-f<^ = y— 1^/?+*=^^"* ^^ 
betrachten und man hat 

wo J den Coefficienten von ä^A:" = A:^-*-«&'9-^-^ in der Entwicklung von 
(3 — k — k^y bedeutet, während a-f /3+y=2(y— 1), also 

y = (y-i-et)+(y-i-/3) 

ist. Da das Glied, als dessen Coefficient J erscheint, von der Ordnung y, 
also von der Ordnung des zu entwickelnden Ausdruckes selbst ist, so braucht 
man blofs {—k—k^y zu entwickeln und kann die Constanle 3, welche blofs 
in Gliedern niederer Ordnung vorkommt, weglassen ; der binomische Satz giebt 

dann J = {—iy .^ ^, _i_ig\p wofür man auch a!/?!y! setzen kann. 

Es bleibt noch die Summe JSk^W^^^ (mod. q') zu untersuchen. Der Coefficient 
von y'^^^sfl^^ in Ä^W^""* stimmt mit dem Coefficienten desselben Potenzproducts in 
(y^i+*^2)*'""*'(>^7+«^29)^"'* flberein; nun ist in Hinsicht auf die Cofifficienten 

(r^i+^^2r' = >^;|r^f =y'''vr'-y^''zrit'^TI,+y^erir'r^- etc. 

. . . . -f- «^""^i;?"* (mod- y), ebenso 

folglich ist ^Ä9-W^-"*= dem Coöfficienten von y^^^^-t in dem Producte 
der beiden eben geschriebenen Reihen, also 
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nfimlich :?ä^-*ä'^-^=2l5lIi4 fQry=7n+2, und =4^=^^ füry=7n+4, 

wenn man den Begriff der Congruenz auch auf Quotienten ausdehnen will, in 
der Weise 9 dafs P^^ nichts atoderes bedeutet, als RP^ Q; nur darf hier- 
bei nicht JR^ sein. Die eben gefundenen Ausdrficke vereinfachen sich, wenn 
man bemerkt, dafs immer (ö-f*)^—(P^4"?'**X?*^4"(^^)==2ö*—(()^-j-(>*) «6== 3aÄ 
far irgend zwei Gröfsen a und b ist. Wenn nun von den drei Verbindungen 171, ^29 ^4 
irgend eine derselben =^a-^b gesetzt wird, so sind die beiden andern von der 
Yotmifa'\-if^b nnd^^a^-^^t wobei ab = 7 ist; hiernach findet man ijl — 172^4 
= i?2 — ^1^4 = ^4 — ^1^2 = 3 a* = 21, demnach ist Sk^^"^ Ä/^"* ^ 1 (mod. y). 
Endlich ergiebt sich also aus allen diesen Betrachtungen q)(f^)==8 

= ^^ (y_ j7jl}7-*-/g)» ~ ""^^^^^ ^"''^•^^ ^"' ""^^^ ^ '''*^'' ^' ""'* 

da oben fflr A in der Darstellung yc=:^^-f7JB^ die Congruenz 2A^ 
H>(f)'\'Vif^) gefunden worden war, q>{f) aber ^0 ist, so hat man jetzt 

2^ ^7 ^ ~;; ^ . — 371 (mod.flr). Um das in dieser Congruenz enthal-^ 

tene Theorem in seiner definitiven Gestalt aufsteilen zu können, mufs man 

die Werlhe von a, ß, y in der Entwickelnng yö = a-f /'y+y^ för irgend 

einen der drei Werthe y = 3, 5 oder 6 berechnen. Dies geschieht nach der 

oben angegebenen Methode. Z. B« fflr r = 3 wird: 1) Wenn y=:7it-f 2 ist, 

2y' = 3,2^'=y'(mod.7), i/ = 5,y''=6, j/y — y==5y— 3 = 7(5ii+l), 

y^'y — i/rrröy— 5 = 7(611+1), i^y— ^'=3^ — 6 = 7.3it, also a==5ii-f 1, 

/3=:6ii-f 1, y==3ii, y— 1— a = 2n, y— 1— /9 = n; da q ungerade, so 

ist 7ii = y — 2, also Sn ebenfalls ungerade, daher (— l)y = (— 1)*'" = — 1, 

:i # 1 1* 1. o ^ — (3n)I 3it(3»— 1) (2n+l) ^ , ^ -., ^^ 

und folglich 2-4 = -^g^jy^ = i.2....n (mod. y). Wenn 2) q 

=:7ii-f4, so hat man 4i^ ^ 3, 4v^^^$^ (mod, 7} zu setzen, woraus)^ =6, 
y" = 5v 7a = y'y — >^ = 6y — 3=7(6ii4-3), 7/9= •'^ — •= 5y— 6 
= 7(5ii4-2), 7y = i'y—y'' = 3y — 5 = 7(311+1); n ist hier ebenfalls 
ungerade, also y=:3ii+l gerade; femer ist y— 1— a = 7»+3— (6ii+3) 

^n, y-l-/9=7ii+3-(5ii+2)=2ii + l, folglich kommt 2.4= ;j^ji^ 

^ (3n+l)3n(3n-l)..,,(2n+2) ^^^^^ ^^ Diese Resultate können nun mit 
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den in §. 9 über das Vorzeichen von A gemachten Bemerkungen su den beiden 
folgenden, wie ich glaube, ganz neuen Theoremen vereinigt werden. 

^Setzt man fflr eine ungerade Primzahl ^s=7ii-f 2, q = A*'\-7B\ so 
^wird A durch die Congruenz 2 ^ = - 3^*(3^-*H3n-g)--(g^ ±l) Q^^od. y) 

^bestimmt, und es ergiebt sich aus dieser Congruenz der Werlh von A mit 
^positivem oder negativem Vorzeichen, je nachdem A, selbst abgesehn vom 
^Zeichen, von der Form Tm-f-^ oder 7iii-}-3 ist; die umgekehrte Regel gilt 

i,Ist q eine Primzahl 7ii-f4, und wird ebenfalls q^^^J^^^IB^ %e^ 

L. o^ (3ii+1)3ii(3m— 1) (2i«+2) ^ , ^ ... 

^setzt, so hat man 2A^ - — ^ . ^ q ^ — ^— ^ (mod. y), und hieraus 

„wird A positiv oder negativ, je nachdem es, abgesehn vom Zeichen, die Form 
„7m+2 oder 7m+5 hat." 

Diese beiden Sfitze vervollständigend, gesellt sich zu ihnen dasjenige 
Theorem, welches Jacobi vor einer langen Reihe von Jahren schon im zweiten 
Bande dieses Journals ohne Beweis publicirt hat; es betrifft die Primzahlen 
7ii-f 1 und lautet wie folgt: 

„Wenn die Primzahl y = 7it + l = -4'-f 7Ä^ ist, so ist 
^. 3it(3n— 1) (2w + l) r A ^ 

„und hieraus ergiebt sich A^\ (mod. 7) , so dafs A positiv oder negativ 
„sein wird, je nachdem sein absoluter Werth ^ 1 oder ^6 (mod. 7) ist.'* 

Von diesem lezteren Theoreme sehe ich mich veranlafst, meinen eige- 
nen Beweis zurflckzuhalten, weil der Entdecker des Satzes denselben ebenfalls 
bewiesen, seinen Beweis aber noch nicht publicirt hat. 

Sonach kann man also ffir sftmmtliche Primzahlen ^, ohne Ausnahme, 
welche sich überhaupt durch die Form ii^-f-7A^ darstellen lassen; den Werth 
von A durch directe Operationen bestimmen; und zwar ist, wenn die gefun-* 
denen Sätze kurz zusammengestellt werden: 
y = 7n+l, 2A^ 3n(3n-l)..,.(2N+l) ^^^^^^^ ^_^ (mod. 7); 

y = 7n+2, 2A= ^"^^"7g\'; •; f"^^^ (inod.y), J=3(inod.7)i 
y = 7n + 4, 2^^ <^»+;>\»- •^^"+'^) (mod.y), J=:2(mod.7). 



8. 
Adnotafiones ad seriem 

^y ^y(y+l) ^r(y+l)(y+2) ^ 

CAuct Dr. Sehaeffer Berol.) 



fSeriem, quam bic perqnirere oonanrar, in illa serie Gaussiana 

conUneri, in aperto est. Sequimnr aatem, ad seriei nataram inTestigandam, 
mediodnm satis obviam, seriei snmmam per integralia definita exprimendl, 
horomqoe indolem peracrutandi. Tales qoidem expressiones Jam ab illnstrissimis 
geometris inventae sant Reperimns enim apad Etüerum (Inst calc. int I, 350) 
hanc aeqaationem: 

^ . m p . m(m4-ii) ^ , m(m+»)(m+2ii) n,^ 

r (i4 4- Bar» + Ca?'" + l>a7*' -j- etc.) , 



1 /*' jr—-*rfjc 



•/ (1+*-) • 

in ^ si poiütnr —=*» '5^'^^' -4s=l, B = r, C = »*, D = »*, etc., 
scribendo in integralibus /$ loco x, eniitor 



Atqne etiam apnd Legmdre (Exercioes de calc int IV partie, 114) invenltor 
haec relatio: 
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ex qaa^ posito n = l, 1 — r = a?, p — r4-l=y, rT- = <'> noslra series 
statim derivator. 

i. Ponator 

hnjasque seriei ii tantum valores hie considereDtur, qoi yaloribns realibua quaii- 
titatum X, y, v respondeant. Ao primum quidem de convergentia seriei paucia 
dijadicetur. At stalim elucet, si / indicet syphram aut qaemlibet nmneniD 
negativom integram, terminos seriei fieri infinites; si vero ant 9 = 0, ant x 
zypbra aut numerus negativus integer sit, seriem esse finitam. Deinde posito 

_ ^{x+i)....{s+n—i) . 

erit 

Hinc colügitur, si sit y.ir.r<:l, (v. n.r significat valorem numericom 
qaantitatis r) seriem convergere; sin v.n. r>-l9 seriem divargere. 

Porro si est r = — 1, in ierie iro-|*^i4*^+ ^*^« ^^V^ terminonun, 
saltem inde a certo termino, altemari facile intelligitar. At at est x^y, pro 
valoribus satis maguis ipsius n erit a»^l; hoc ergo eaau series diverget. 

- H-t I Jp Jim H 

Si vero est a?<y, ob ::^==— —X«, erit v.n.<^,+i<v.iL«,; ittqoe 

qaoniuD insuper esse lima„ = constat, series ex theoremtlo Boto converget 
Deniqoe ad perscnitaDdam seriei convergentiam eo oasa, «bi est « = 1, 
seipiamar metbodom non ita directam. Est identice 

CA^ —1 * [ je+m-^i 



«. Sckaeffer, adnotationet ad »erlern 1+ £»+2j^e«+2g±g^) »•+_«„ inf. t2» 



generaliter 



r-L 



y — X — \ 

^ 1 X I s{x-\-i) . [ jrfjr+l).— (j+w— t) i x(jr-fl)....(x-fw— l)(x-f»«) < 

"" "'"y'^rO'+i)'^*'*'"^r(r+i)-.(r+»-i)'^r(y+i).... (y-^n-i) y-x-^v 
ande 

, . X , J(X+1) , , X(x-f 1)....(X + H — 1) 

^ y-l X (x+l)(x+2)... (x+w) 

y— X— 1 y—X—i' y(y^l)..,.(yJf.H--i) 

Jam si est ar + l>y, erit iim^.£i^±?l^|^^^fc^ ideoque 

seriw diverget; si est or-f 1=3^, series ipsa mutalur in hanc: 

ergo nisi est y=l» sive a? = 0, series diverget. Deniqae si est ^+* <>"> 

Ex qoibus omnibas elucet^ seriem propositam convergere, excepto eo 
casa, nbi y zyphrae aut cailibet numero negative integre aeqnalis est, 
1} si X ant zypbra aut nomenis negativus integer sit, 
2} si y. n. r <; 1 9 qnalescnnqne sint x et y^ 

3) si v= — 1, et simnl x<Cy# 

4) 81 r = l) simalqne a?-fKy* 

Ex dednctione antem simnl snmma seriei pro r==:l innotnit; quae 
qnidem jam erat aperla (cf. v. c. CreUe Jonmal II, 36). Habemns ig^tnr 

Sponte ex serie demanant etiam hae relationes: 

3. ^{x,Y,0) = 1 
et si m sypbram ant qnemlibet nnmemm positivnm integrum exbibet, 

atqae I 

5. VC*»*»») = (IZ^» 

Ctnc* laoraal t. d,li. Ba. XXXTU. Heft ». 17 
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9. Quuffl sU 



erit 



7. i//(^,r,r) = l+j-«?t^(a?+l,y-M,r). 



Eodem modo, si m naroerum positivum integrum exhibet, invenitur 

<^. Sit () ^anütas posiliva; tum t^£- inter et 1 positum erit. Jam 
si statoitur 

(accepta desigoalioneJKr4»n/iM»A,secundain qnam est x''''=a?(x-|-l)...(ar-fn— 1), 
j?""=l), obtinelur 

^ = *'(e) = 4rI [""'»t''-% '--(i+»)— ] 

et ob 
sive 

*'W = 3^W''r-i,4j)-j^i^v<-+i,r,Tf-J, 

et quia secundum (7.) est 

eruilur fjp'((>)==-|^— — ; uude sequitur 



b. e. 

(?>0) 
HInc, qnoniam est p'^* = pro p = 0, si qaidem est y>l, deducitar 

(r><,p>0) 

4. Sit (> qnantitas positiva minorqae qoaro |, tun -j^^ inter et 
— 1 situm est. PoBito antero 

eodeiD modo ut aotea inTenitiir y^((»)=s- ,^ ■, et inde 

(o<e^l) 

alqae qnnin sit (>'^* = pro ^ = 0, si />!: 

5. In integralibos aeqaationam (10. et 12.) posito o = qß, invenitor 

J (l±a)* "~ <* / (i±Pi*)«' 
itaqae aeqoationes (10. et 13.) soppeditant baacee: 

tf. Adhuc alia via patet, foncüonem y» per integrale definitam expri- 
mendi. Habetnr enim 

x(x+i)....(x+>»-*) ^ r(x+»*)r(y) ^ r(y) r(jr+ii)r(>>-x) 

y(y{-i)....(y\-n-i) r(x)r(r+i») r(x)r(:r-x)* r(>'+«) 

At ntis constat, ease, Ä Pt q sint qnantitates positivae: 

17* 



192 a. 8€kaeffer,adHotatioHcsaä$eriemi+^V'\'^^g^v^^'^^ 

(c(. Legendre Exercices de calc. int. IVpartie, §.1.)» binc, posilo |i=:j?-f ^ 
V = y — ^5 jequitur 

ideoqte 

x(x+l)....(x+>i-l> r(y) /'V+-vi~aiy— -»il« 



«t 



«ve 



unde 






(x>0,j'>*) 
7. At est 

J 1 — ü« «y 1 — ^a ^ 

unde posilo 1 = /?, prodil 

itaque aequalio (14.) tranait in 

(jr>0,>'>x) 

9. Relafionibiia inter fnnctionem ^ variaqoe integrafia inventis, in- 
vesligatio fanctionis y; ad disqatsitioirein loram integraliam reducla est Atla* 
men hac In re notandam est, iiajosmodi relafiones inter inlegralia definita et 
fanctiones quaslibet plenimqae non esse identicas, sed eertis tantom condlfio^ 
nibns locnm habere. Proiade, si inter haecce integralia aequationes existent, 
easdem pro fanctionibus, eertis Ulis condilionibas valere rite concladitur. Ni- 
hilominns hae inier fanctiones erotae aequationes generaliDS valere solent; id 
quod aliunde demonstrandum relinquitur. 

Recipiamus aequationes (9. et tl.). 



»* Mmtffer, mämttattttM ad teriem i^fv'\-f^^0*-\'^^^v»^....iHiHf, 13$ 



Est 



y (i±*>'"V (i±f)'t/"(l±^ + — + + J (i±e)' 

obi Bigna jrespondent sqperiora snperiaribns, iaferioM inferioribos. Hino sab<- 
ttitntis valoribus inlegralioBi «x (9. et 11.) ioTenitar 

«bi JK « (I non dependet, et intfe 

iam ^ est ^>- 1, aeqaatio (0.) etiam pro ^ =:0 vriet^ imde cooda- 
ditnr Ks=sO. Si vero 9äl y<^l, aeqoationes (0. et C.) pro qoovis valore 
podthro ^oantitatis f locom habent. At significante 9>((>) membrom sinistmin 

■equatioiüs (C), facile inteUigitar, lim(9i(p)) oon infinitum esse. Itaqoe etiam 

BmI ^^E^^ jSj sive, qoippe qanm JSC ab ^ non pendeal, Jiriini |^ — y. j non 

4aflifbiiii Mse debet; id qaod fieri ne^it, nisi est KssO. Habemas ergo, 



134 a. Schaeffer, adHOtatioHet ad »eriem 1+ 7»+fg|8»*+7^g^»*+."«»*»/- 
posito ;=^- = v, ex (C.) hanc aequationem generalem: 

16. ^v'(^o^t')-7(i:^)v'(^»r+iVr)+jq^(j:?^)V(^>r+2,r)-.... 

9. Ex (7.), ponendo ar— -1 loco se, y— 1 Idcö y obtiiretar 

V(x,y,r) = ^j;=^v,(ar-l,y-l,r)-^^^=^; 
hincque, ponendo y+1, y+2, .... y-j"**""* ^^co y, 

V(ar,y+l,r) = -^_X_V'(*-l,r,«')-(];::^V 
rp(x,y+2,v) = ^Xi^v,(^_l,y+l,r)-^.j2;il;^, 

V(x,y+n-l,r) = |±^v'(*-l,y+»-a,«')-^^, 
et, ponendo dr-}-l loco or in prima aequatione, 

et in hac y-f* '^^^ >"• 

V;(x+l,y+ii,r) = Z±J^v'(^>y+«~l,«')--^^^^- 
Qoibns valoribas in aeqnatione (16.) snbatitatis, invenitar: 

""+ (-ir<i=:i;)"^V(^i» y+«-a, *)] 



ff» S€ktteffer,adHotatioHe$ad$eriemi+fv-\-^^^v*-\-^^^^v*-\-....iniHf. 135 
ande, scribendo ruravs x^i pro x, y-\-i pro y, eraitor 

17. fix.y, »)-.(^)y,(ar,y+l,p)+(j^V(a?»r+2, p).... 

+^^|(i+(-i)"-ej). 

10, Hinc habetur pro n = 1, 
Qnodqunm ex (7.) sit vi/j(x-\-l,y-{-i.iV)=-^y;(ä!,y,v) *, ex (D.) prodit 
unde dedacitur 

18. v(*+i,y,«') = •|~^V'(^>r,«')+(£^- 

Uine generaliter, si m namerum positivam integrum exbibet, derivatur 

I (x-^-{-m){x—y+m—i) . , (x—y\-m)(x—y{-m—l)....(jc—Y+2) l 

"i" (x+ii»-l)(jr+m-2){x+m-3)(l— «)• T • • • • T (x+m-1) (x+m-2) . . . . x (1-»)- J 

(x-y+m)(j:-y+m~l)....(x--y+l) . 

T (jr+m— l)(x+i»— 2)....jr(l— »)" ^'W /» »/• 

Deinde posito in aeqaatione (jD.) secoDdum (7.) 

Vi^fyfV) = 14-y»v/Car+l,y+l,p), 
et scribendo x—i locod;, obtinetor 

unde sequitur 

20. v'(^,y+l,r) = ^^^v(*,y,r)-^^^. 



Hinc dedaeUor pro qnovif Talore pontfvo ijitegro ipsiis ».* 

I (r4»»-<)(y-h»-^)..-.r teV"*! 

il. Si aot A; nnmerus positivus integer est, auf (i^l, habetur, de- 
Botantibn» Atx, A(», A^, .... coöfBcientes binomiales pofestatis k, 

ttaque ex (9. et 11.) est 

abi C » ^ noD pendet; et hinc 

±^;^v(*'r+3,^-f etc. 

Ex qnibus relationibos eadem, ^a aotea nsi ronm, ratione demonstratur esse 
CsO. Itaqae, posito j^aar^ obtinetnr 



8. Schatffer» adnotatUm», ad »eriem t+ rvi jl^^'+ggijgSi »•+.... «.fti/". 137 

(_iL.y 

obi tat k posiUvas integer est, ant est y. ^(xzT'^^^- 

Ex qua relatione, ponendo loco x ei x loco —k, ob yiO^y, v) s= 1, 
prodit haeo relatio: 

Sic series, signo V repraesentata, in aliam tetiem eertis casibns magis con- 
Yergentem transformata est. 
12. Posito 



si statuitur 1=/?» Ml 



i-i 



7 
At oonstat esse 



— / /?' — y (i+/?)y— / (i+A)'^' 



f^tHAl^ __ r(i-j)r(y-i) 



Qoapropter eruilor 

(*<l,y><) 
alqoe per (10. et 12.), 

_ ITi-x)r(y-i) 

{x<i,y>i) 

Crelle't loarml t d. M. Bd. XXXVU. Heft 3. 18 



138 8. Sckacffer, adnotationea ad $eriem l+^»4.|£i£^»»+f^^±^g±?, »•+..-;« inf. 
unde, posilo 1 — Q=^v^ deducUar 

= «>* rA—A')r{y-i\ 

Quodsi .sig:nificatio. fancüoiiis r ita amplificatur, at generaliter, quae- 
cunqae sit l quantitas, iiabeatur I\l-\-X) = Ilß), notante 17(1) fnnctionem 

ISMO ^ i "2 '"i •! ' \ 

Ulam Gaussianam IT(X)=lim{n'- ^_^^^^.^ H)(3 + jl). ...(«+A))^ ««'«alio (^.) 
generaliter pro quovis vatore quanlilatum x, y Valebit. Quam quidem rem 
ralione similliraa methodo, qaae yocnXüv Kaestneriana, probare licet Priraom 
ostendatur^ st aeqiiatio pro x=^x valeal, ^nm etiam pra .ap = ar-{-l locum 
habere. Jaai ex (18.) colligitur esse: 

et ex (7.) 



%tf{y—x, —x-\-2. r) = 



i—x 



(y~x—i)o 



y;(y_a._l, _a?-f-l,t,). 



i—s 



(y — x — i)c 



Qaibos valoribns in (£7.) sabstitut^s, mveutor 

_ »>* r{\—x)r(y—i) 



(r 

et hinc 



tl — «>>-' r(y— jr> 



et est 



iRi— x) — .grc— j^) ,v *.'» 

=* '' = — i f — Xu 

X X * " 

x-\-i — y x-\-i~y i 

r(y-x) ~ (Y-x—\)t{y-x—i) ~~ 



r(y-x-\r 



ergo erit 



^v(ar-!-i,r,-(l-i))+::;^v.(r.-.*-i,-ar+i,r) 



(i_v)r-» * r(y—x—i) 



9ySeka€ffer, admtationes a4 »Ariern l+i«+ig±|.>»»+fg±g£±«„»4..... ininf |39 

Hinc cernitur, si aequalio (£.} pro x=r=x iocum habest, eam etfam pro 
x = x-\-\ valere. At valel revera, si ««Cl; ergo etiain valebit, si a? <; 2, 
ideoqoe eliam, si a7<C!3, etc. Quo Gt, ot aeqaatio (1?.) pro qoovis valore 
ipsius X valeat, dummodo sil y^t. 

Jam demonstreUir, 8r(JB.) pro y=j'-vera sit, eam etiam pro y = y — 1 
veram esse. Ex (20.) antem patel esse 

V'(^»r,-(v-0) 

et ex (18.) 

V/(y — X, — ar -1 2,») 

unde aequalio (£.) mutatur in hanc: 

-(l-;;njz:7+i)V(*'>--i, -(I--0) 

J üiZzlHl ^(y_i»_a;. — x4-2, r) 

(!—«;)>-» " r(y—x) ' 
et hinc 

7^v(^,r-i,-(v-0)+r^V'O-i-^.-^4-2,t') 

_ t>Mr— <— -y) rd— j :)r( .v-<) ^ t^' r«— x)r(y— 2) 

Hinc coIUgitar, si (ß.) pro y = y exislal, eam etiam pro / = y— 1 valere: 
itaqoe, qaam pro y>>l locom habeat. valebit etiam pro >'C>0, ideoqae pro 
y>.— 1, etc. 

Ex qaibns elacet, pro qaovis valore quantitatum x, y, haben banc 
aeqaationem: 

_ t>* /'(l-x)r(y— 1) 
~ (1— <D'""** r(v— .r) 

18» 



140 8. Sehaeffer, miKoiatiwe* adttriem l+^v^j^y-^^^^»*-^....miitf. 
18. Habetur 

p ß'-ydß f ß'-yjß ^ f Tß'-^d^ 



dß 



nnde, ob 



seqaitur 



f^ ß'-rdß _ r(x— r+l)r(y-l) 



r{x-±y±\\r(y-\) 



(y>\,x>y—\) 
Proinde secundum (10.) est: 



(r- 



__ 7Kj:-^y+l)r(y-l) . 

— r(x) 



hinc, posito -tt— = «'»^eda<alnr 

25. -^H^» r* »)+ a^-y^i ^^^* "^"^ + 2, 1 - r) 
= 1 r(x-y+<)r(.r-i) 

{i>>0) 

Quae rehtio valel, A esly>>l, a?>.y-— 1, rfve y— a?<:l; attamen eadein 
raUone, qua antea usi samus, ex relationibas (18. et 7.) deraonstrator, eam 
generaUter locnm habere. 
14. Est 

• 



Itaqoe ex C^^O babelar 

(jr>0, r>JP) 
sive 

26. y^(x,y,v) = _i-.y,(y_a?,y, j^), 

qoam relationem etiam generiliter pro qoovis valore qnantitatimi ar, y locum 
habere, facile potest demonstrari. 

i5. Si in aequatione (25.) statnitur ^^=^9 obtinetnr 
Hinc, posito x— >'-f-2=y, sWe »s=2y~2, Sequilar 

-^— j-v(^y— ^,r,i; — ^'^ — r{,2y—2) — » 

unde, scribendo y-\-i loco y derivator 

28. v(2r>r+1,4) = 2^*^^T^^' 
h. e. faclo X(y)=^yj{2y,y-\-i, i), 

4V. Hy) — * i- 2^+2 ^ {2y^2)(2y+4) T (2:^+2) (2^ +4) (2^ +6) ^ *'"• 

_ 2'r-'y/T[y)r(y) 

Hioc adbibiüs relationibus, qaae inter fnnctiones F intercedant, aliae reiationes 
dedncantur. 

Sic, si r namerum positivom integrum indicat, habetur 

M« irr> - II 2r l 2r(2r+i) ■ 2r(2r+l)(2r+2) , 
<«»o. A(,r; — ,4r2r4-2 ^^ (2r+2)(ar+4) "^ (2r+2)(2r+4)(2r+6) ^ *" 

___ i«2.S..«.(r — i) 02r— » 

— (r+.i)(r+2)(r+3)....(2r-l)2r"^ ' 

Deinde, ob relationem r(^^)z^l!~..^^^....^.yn, obtinetar 

Mh ir^»+<^ 1 I '*•+* I (g'-t-<)(2r-f2) I (2r4-l)(2r+a)(2r+3) ■ 

itf e. *V.-2~"./ — * T 2y^.3 + (2r+3}(2r+5) + (2r+3)(2r+5)(2r-f 7) r «'<'• 

3.5.7....(2r-fl) , 
=* a.4.e,... (Sr) ♦^ 



1 42 «. Schae ff er» odmiaimies od seriem 1+ f w-f i^»«+2g^gi^ „•+.... ,•„ ,•„/•. 

Porro facile hae relaliones probantur: 

29«. l(y,.i(-y) = jsj^, 

«"• -;r)-'-(i+x)-<j|r+r)--'-(^+y)=(«'"r+».r"(£;)". 

ubi f/i numerum integrum exhibet. 

Quod quam, denolantibus r, s numeros quoslibet integros posUivos aut 
negatives, i//(3r+^*y"l:*i i) P®** aequationes (19. et 21.) ad V^(2y,y4-tvi) 
reduci possil, eliam V^CZr-f-^fX-r^^ 1) ^'^^ 

' ■^2y-P2* • (2:^+2*)(2r + 25 + 2)"r(27tf27)(^^ 

ope nequationis (28.) per funcliones F exprimi polest. 

Deuique eliam ex (27.) alias relationes derivare licet. Sic pro x = i^ 
invenitur: 

m. Ponendo in aequatione (26.) & = i, prodit 

31. %p{x,y, \) = 2v^(y — ar, y, —1). 
Quo circa (27.) mutatur in 

Haec aulem relatio immediate ex. relatione (12.) deduci potest. Posilo 
enim 1—« = /?, obtinetur 

unde sequilur 

y (i-«i-+y (i-/9ry+'^ — ny-x) ' 

quae relatio. ponendo (» = i, seeundum (12.) aequationem (32.) praebet. 

Quodsi in (32.) statüilur r=2 — ar, scribendo y-j-1 ioco y, facile 
invenitur 

b. e., posilo Ä(y)==v(l— y, 1-f y»-^!)» 

34 kir) = l-|-2:=:i -i- (r-O^y-^) v (r-*Hy-gK:>'-3) 4- etc - ?^i:l^>i£'i2. 



Hioc facile derivantur aequaüones, in quibus r et m noineros iategros exhibent: 
'\An fr/^N 1 I »•- * I (r-l)(r~2) , , (r-i)(r-2)....Z A 

J.2.3....{r — 1) o***"* 

— (r+l)(r+2)(r+3)....(2r-i)'* ' 

q4A #y^H-«\_ . , 2r-i , (2r-<)(2r-3) , (2r-l)(2r-3)(2r- 5) , 
"*■*"• '^V 2 /~*"''2r+3'r(2r-|-3){2r+6)"T (2r+3)(2r+5)(2r+r) ' ^ 

— 3.5.7.. ..(2r-t -1) . 
~ 2.4.6.... 2r '^'^^ 

linde pro r=:0, ut facile perspicitnr, series Leibnitziana prodit 
Haec autem aequatio (346.) facile nratator in hanc: 

L__ L ._ J '■ * 

1.3.5....(2;— i).1.3.5....(2»+l) ' 1.3....(2r-3).i.3....(2r4-3; ^ 1.3....(2»^-5).1.3....(2r+5) 

+ ••*•+!. 1.3. ...(4r-l)'l"l.3....(4r+l) 3.5....(4r+3)"r 5.T....(4r+5) ® 

1 



1.2.3....(2r) 



\n; 



.34.. *(r)*(i-r)- .,„4;-ff^., . 
34* *ö').*(^+r).*(Ä+r)....*C-f^+y)=(ä".r.+"r"(^"- 

Ex (32.) 1 ponen^o ys=rir-fl, sequilut' 

35. lv'(^,a:+l,-l)-i-^V'(l-x,2-x,-l) = ^^. 

i7, Jam accuratius perpendamus funclionein '^{x^y-yV) eo casu. ubi 
est ;r = l. Secundnin relatiooes (10. et 12.) autem habetur: 

Denotante «n numeram integram 

— 

*^ "~ da , /< «'"*■ » "■ rfo _ , {— l)-»-« /< o'"^ "^ ■ 



1+a "V l + a +/ 1 + a +'•••+ -f y j-f.« 



'*«)-* rfa i~+ ". 



i 
■o . . — 



144 8. Sekatffer, MbwiatioHes od $eriem I+7 v+^g±gv*+^g^^ v*+... JitlN^. 
Itaqoe, si ant Signum inferins valet, aut s{ 01 niitiierani imparem exbibet, erit 



I 



Jam stalaendo a'^=zß, aeqnatio transit in 

Itaqae, ex relafione antecedente (iP.)i functionibns V introdacen^, eraitar 
aequaüo : 



«1-. 



Hi.y+=-Ä^>-- 



(.+i-i)«±«)'^' "-**" 



n-f 



«5^==^-* 






_ "»(g") 



^ TrVll»»»y— w+li-^h 



bincque, posito siniül i^ = «'> prodil 

~ i. 1 



m— 1 



\i—v) /, , m— 1 \ 









in qua aequaüone f^^i^i positivnni est, m numero^, ipopi^rem indicat^ si antem v 
negativum esly^m iiJp|iDifiilii qoemlfbet iotegroiii exlij|l^«t;f Sed haec relatio a^bnc 
cöbditiolie y> i.^dsMcIa estv Vir äJquaMer (^0:iet 210'^^^^^ '(3^.) faeile 
mutatur in hanc aeqaiMionem : '^ 

1 
•' vH 2 



.7 









_Lr_! l^4r\r\. .j ^ 

|7-*-m (.zi^y ^*-fc (^"* 
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(>'-2)(i 



. >■■,■.■:. '. ■ .'•■;■■ .■■■'. i'-» ;;!,!!(!• 'Ainnum «v .::;'J nui/iJsc;i'' ". Ls-^nS.-hi'üi'; i.: . .1 •. 

y+— — ^ r+— — 2 _ . 

»» ■<;;;•<.•, JPft:-,; ,,, .j,; | .,, , :;,::■, • 

l 

-«)('-(#j)V i-i^jJ 

Hinc colligfitur, si aequalio (36.) pro y = y valeal, eam eliam pro j = y— 1 
locum habere. Ergo, quam reverfi valeat pro >'>>l9 valebit etiam pro y>0^ 
ideoquie*pro y>>^l^ ela Uade -ceraitur, ^m sine restrictione valere. 

18. Sit in v/(l,y, r), y==l-| — , indicante — fractionem genuinam. 
Obünelur , , 

et posito a = ß% 

Proinde, qoum hajusmodi iihegrale per logaritbmo«"et arcas circulares exprimi 
possft, secifndDiD (F.^^ deducontiy hae relationes: 

.37: , ' V(,l, 1 + 71?;. f= ip37^ ji(-ir*»og(l + «r) (si * impar) 

//\ \ / *""" 1 

_cos^//(l-2iocos?p+M.')+8in^arclaDg|- ^|i,., ,,,; 

\ 1— lOCOS — f . ' 



i-il ■' '/// '.J V .! .! I,.(it.i .1 



•tiiUiijj'": .•n''i»|/;'j.; Jiiifl*i*i^V<[ ". i. .'.»iMt. 
_cos^/l/((l--.8^cp9^^,a»)+8iaij^iircltBg| -!^!^ 

-f sm — arc lang 

. } .v.l --•/.•■.., t ' \ •'■^• 

38 ivfi 1 -J- — — ^ 2r " ' j .'0 (si g impar) 




_«„iri;/^(i_2„„s2f:+«.')+.i.?^».i.,H,(_l:^) 



• ' V'.;;,- : ■'•^--:;-. •0"'--t-— ■V""""T/ 

I ■ -; -f 



)-,v .ri 



19. jUmo etinm tp(^,y,fB) pro ar = y— 1 propioa Gootemplem 



19 



unde, si v positivom acc^itur, Sequilar 

At sponle palet, siquidem sit y}>l, es66 
Enao eruitur 



sive . . .. 

• . . . 39-r y -r±^ =T j^V'Cr-i,r, +«'). 

Hinc eadem ratioitt;, qua ^§. 17^ 18) osi somos, inveniontnr bae relationes: 



m 

V 



V- ■ '■+-i:;Hr+^-i.r+|,.)+^...- 












uHi« r fioiBitf'nis esl m ^{y^jj^Atthlt BBlfi^ain integram indicat, sin v negativus 
e'sil jlijligdllll^, invvem exhibeti 

-.cos-y-Ml-«ioco8---4-io'J + »m--:-arctaiigl ^ I 



*•!! 



— cos^ — ^ — ly\i — 2wcoS' — -^ — y^J ' ' 

wsin- 2^ \l 

^ 11 

.-»e..!^» jj' 
(«>0, w = /«;) 

iO (si * par) 

<=^'tog(l+«,) (rt . imp.r) 

, v • - ' / tcsin-7- \ 

_cos-^ /y(t-ai«»cb8^+'ir')-f sin — «retangj .^_Ü_ | 

( ,,'3« Y 



:•; ^ - •)!•■;. ;.I: . vf /'» 



* • i • • • ' '• • 



_cos^i=i^/j/(l-2M;coslf^4-«»0 

.!.:(!; >ö, to = ^v) 

ubi — quamlibel (ractfotem genulbain indicat. Quae relaliones etiam alio modo 
derivari possunt ~£c UlfiiiliQAe (26.) enim dedocilor 

quae qiditeik ^^^^ fdere nequit, nisi est f ^ i- Hinc ex aeqoationibos 
(36., 37. et 88.), factis aabstitiitfoiiibiia, aeqoationes (40., 41. et 42.) sponte 
demananU 



20.1 VA^Gaufs pereleganter funclionem yf{x,y,v) in fraclionem con- 
tinunm conterlif (cL. Copkmt.Goi,U ^tää. ',^01 tL« Gähß Ojatpuaif^i^^i-gioi^e» 
circn serietÄ iiHtnham, '§( 13.)- Liceat mihi, hanc formulam huc apponere: 

Est 



43. v(^,r,p),>«=.-^--..:'.o'>-MV -i") f\^-:v-' --..', 

j ■ { 

\! » ■ * * , 1 






1— elc. 



ubi 



^ ^ — 9 r, * = 



• (r+i)(rT2)' ^ " ~ (r+2)(:r+3)' 

' \-J^(j[±^)(r±i). f 3(y+2-jr) 

Jam ope hujas iWOiiatiomd, secundum relationes supra eratas, alias expressio- 

nes in fract^ne$ j^nWu,^^ 

operae pretil^ifi i^M* - ! / ' ^ " ^ 

Primnm, adhibita . ae.qn^tioQe (39.) v e^^ rela^ionlbuß (.29,6. et 34.6.) 
deducunlur hae aequationes: r ' /.i x y , i 



w 3.5.7. ...(2r+l) , _ 1 

•' ToiirnnToZ" 



i_ 

(2r-|-3)(2r+5) 
iri --- !. ,n* ■ ) (2r+2)(2r+3) 
. (2r+5)(2r+7) 

!.-,,i. •„•lii; iui;i!-,- >-.>a(;ii:i!r! ■..i:iiO .In-jUmi inci^rm .f' .■Viig^i^% irÜ! i. p 



•iijli'jiiljob niifi«) (.;>i*) ■»)i<)|!4«Mi?)<^*'H'^^i"!i>,.... .•..;vi *!• 



»ttiMij? (.Sl lo .\l ..Ol) ?*jfU'iiinip'ji5 f>i/difluiliJ)IISilü'2 >il:>f]1 ^'(.yFi 1» .TS ..Of:) 



) 

inrnifUfiob 






45. 



3.5.7....(2r+l) L 
2.4.6.... (2r) **^ 



(2r-i)(2r+i) 

(2r+i)(2>-+ 3) 

• 2(4r+2) 

• .j , (2r+3)(2r+5) 



(2r— 3)(2r+3) 
^ (2r + 5)(2r+7) 



1 



4(4r-j-4) 
(2/-4-7)(2r+9) 

(2r— 5)(2r-f5) 
(2r+tf)(2r+H) 
1 + etc. 



. * 

Quae aeqaationes pro r = dani: 



47. i?i 



.'ii.- m;..iI:t 



'i- 



35 



*-F 



M 
13 



^^2jj2 



2-3 



I 



3 



1-i.Mt 



4.4 
.7-9 



••> 



3-5 

9.14 i 

- "TT 
" fti*3 



1 -j- etc. 



Deiade |^jf,,(.ß(). e^.S|^.) ,49iDaowit hae ajeqnatiooes : 



48. 



...f.. .i!i;!»t<ili i; .)!•-. •■ = ■;.. IT.-. • '.^igliy-^).- I --•■* . » ■t%'.:..'.j .. 



. ! ) 



•»-• ).' I .<;!) 'i }iy, .'V.y, 






. M •. .lic '.ilii!l[.)0 .rii^...:i .»/i,;;.M,fi ai^^ani^jIZfyi. ,.i,^^ ... «(^^^jfy^i) 
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49. 



1. ' ^O- 

jr ■ • 1 .!• — 1 



•+^ TT "*" TT 



(x+i)(J-+2) (j-.{)(j--3) 

j , (.r4-2)(./-|-3j ^ , (.r— 3)(j— 4) 

"■ 2^2 "^ 22 



(■i-+3)(j4-4) (x-4)(.i— 5) 

T" (^•+2)(.r+2) "r (.r-3)(./-3) 
. ■ (j-t-4)(j-+5) (^-5)(x-6> 

■^■i + elc. "'"l+elc. 

:li-.' '.. -. .!_ -.-;v.it.:,-, • . ..; 

Atque eodetn modo eliam ^^„ , ^ per (28. et 33.) in fraclionem conti- 
nuam, et ^^^ f l*!^ ' siye J\<^^l\—i)'f-Ui. variis moliii »ecundum (27. et'32.), 

vel (24. et 25 J| in binas fractiones continuas eybjtj polest. 

21. Nöac noD alienum videtur, casas a»eei«}e9 «itumerare, nbi iff{x,y,v) 
algebraice apt per funcliones noias exhiberi p0s«it. Ex relalionibus allalis au- 
tem facBe ihfelllgtlur: 

1) pfö>i=f=0, esse v^(:r^yit;) = ljäeScilibdJiip (3.)i 

2) pro t? = l, esse y^(x,y, ^1== ^^^ secondum (2.); 

3) si v=i^^ V^(^9y>t7) per vJ(tti|i9tionem F exprimi posse, dummodo sit 
2y — x aut aat nnmeroßi qnllitet inleger vel positivus vel negativus, 
secundum relaliones (28., 19. et 21.); 

4) si r = -l, rf'{x,y;'vff(it'WÄi6^ 

aut aut numerum quemlib^t integrum vel posilijvum vel negativum prae- 
beat, secundum 8equatiodäH[33., 19. et 21.Jv^r r. S ^, 

5) si X zyphrae autinutt^i^p cuilibet jntfegrö tegativo ae^elAT, yflx,y,v) 
algebraice darj per (4^V- -- . - "r- 

6) si X numerun^ ,tnt|{eKiaim positiv!iBrtn4^ per logarithmos et 
arcus circulares exprimr^osse^'Silpiä^ sit, secundum aequa* 
liones^iCS^ et 21^^'» 1*:^!: ,^ 

7) si j nuilAerus^posilivus it4f^0ß^'^(x,y,v) algebraice dar! posse per 

a^gua^^qiiei xß^' ^' 21.)j^j3^yk »' ^ 

8)[öBä"4R**iy^^ zyphraeftWÖ^ negalivo integre aequalis sit, tp{x,y,v) 
alge^ice^exniberi posse ftr -fidqüationes (6., 19. et 21.); 
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9) $\ x-^y numerom posiüvum inlegrom praebeat, ^ix,y,v) per logaritb- 

mos et arcus circnlares exprimi posse, dammodo y rationalis sit, secan- 

dom (41., 42., 19. et 31.). 

28. Atqae etiam hoc notari polest Fingamos, valores fanctionis ^ix,y,v) 
nolos esse ab ar = ad ar = l, ab y = i ad y = 2 et ab v = ad r = i^. 
Tum tpix,y,v) ex (18., 19., 20. et 21.) notescet pro qaovis x et quovis y 
ab t; = ad r= }. Deinde ex (25.) inveniunlur valores ipsias v^ ab r = j^ 
ad 1;=:: 1, alque ex (26.) ab v=^—i ad 9 = 0. Unde patet, sub illa hypo- 
thesi, omnes valores funclionis tp ex datis relationibus compulari posse. 

83. Obiter etiam de hac re fiat mentio. Posilo in aequatione (23.) 

j^=e, r = 2-/?, prodit 

AI est 

ergo ponendo 

4 I -Tg f J^(j^+<)g* 1 x(X+i){x+2)Q^ , _ oC.+l) 

* » 172^^:*"^ 1.2. 3-+» "^ 1.2. 3. 4'"+^ » ^^'^^ ~ ^(^^e)' 
oblinetar 

unde colllgitur, seriem S^l^l^^ '\' ß S^^^^--^ ß^ S^^^^^-^- elc. iisdeni casibos sammari 
posse, qaibus functionis V^(^>3 — /^j jE^) snmma assignari possit. 
Quod quum ex (13.) sit 

(50.) transit in 

/(i=^ = -^i) +/?«(%+ . . . . +/5'ÄÄ'^+ etc. 
Uinc vero coOigitor: 

in'dß'U (l-Qa)'afi) —.*'('.•»)' 
• (/9»0) 
h. e. 

(log(l))"rf« 



- i/^ 
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"Jain;posito 

eril 

Hinc, quoDiacn est 

1-1 j — -j g^ feto, = -j., 

deducilur 

unde^ ponendo in integrali jzij^^^^T^ prodit 

Qaae integralia, si x rationalis est, per logaritbmos et arcas circalares. ex- 
primi possunt. 

Deinde quum sit 

ex (52.) derivalur 

unde, posito in integral! j-^ — = y, seqaitnr 

quod integrale algebraice aal per logarilbmos exprioii potesL 

24. Denique dieorema memorabile, quod ad functionem y; speclat, 
exponamos. Statuatnr 



a.Sokaeffcr,aän0iaiiaBesadMenemHfv+^^^ 

nbi r qaairtilatem positivam, h vel posiüvam vel negativam indicaft, et rci-f-/); 
in aignificatu generalipri accipitor. 

Primum autem indagemaa valorem fanctionis fXa:, y) pro yalorifaus po- 
sitivis inte^is ipsius y. 

Pro j* = qnidein, quum habeatur, ex (5.) 9 

3„„endoIoco ^, ^t(^!^)^i, obtinetur Aar,0)== ^^^^^+*r>L l. 
Quod si y muneram positivurn integrain m indicat^ erit 

v(x, 1-r^ T+ir) = ^^ sin(y7r) = 0; 

ergo f(Xt y) formam 0. ioD recfpit Jam si hoc caao, soiito more, accipHur limes, 
versus quem f^x^y) coDTergit, dum y yersos m convergH^ ad valorem cor- 
respondentem fanctionis /"(^r, y) {nveniendam ponalur y^ssm—a^ indicante 
a qoantitateiti inftüite parvam. 

Quo facto erit 

y(«) = — F^V'Cr' *->•' TP7/ 
- . (-1)— *»iB(tt») '^ { vTJ r *r_Y} 

. _ (~0-^tln(«i.) "*grM Vt) / Ar y I 

Jam pro a=sO membri dextri hi^as aequationia terminat prior evanescit; unde, 

ob £ {^^^^{ =» 1 \ f«cile invenitar 

20* 
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r . ^ ^-^^""'CTry Ar n--« Kt+'»)"" ^ Ar yi 

Hinc, quam sit 

f(x, m) == lim f(x, y) = hm I ^ ~ y«f , 

|(m-«)(l+Ar)*r—« ) 
colligitur 

in(l + Ar)^r" 
Ilaqne, quoniam etiam est af^'^=l^ habemos hanc aequattonem generalem, 
ubi m aut zyphram aot qaemlibet nomerom integrum posilivnin indicat: 

56. f(x,m) = ar'\ 
25. Simili modo, si y numerum negativnm inlegrnm indicat, expressio 
finita pro f(x,y) invenitur. Hoc vero casu est jr(l-f y) = oo, 8in(y7r) = 0; 
itaque staluatur y = — m-^a, indicante m nomerum qoemlibet integrum posi- 
tivum, et a quantilalem infinite parvam. 

Ob iX14-a) = «(ff—l)(a — 2). ...(«— iii-fl)r(l—m-fa), erit 

r(i+v)8in(rn) _ Td— m+g)sin(-->ift + a)<c _ (— i)'^r(l+ a) sin (an) 

n n a«(a— l)(a— 2)....(a — m-f i)' 

unde 

*"' « ' n (m— 1)! * 

Jam vero v(f , H««, ^pfc) »•V««««'« («L) «^ v(f , ^1!^^)=^*+*^^^ 
redacitur. Quo ratiocinio absolute, ex (55.) prodil haec aeqaatio, ubi m qnem- 
libet numerum positivum integrum exbibet: 

57. f(x,—m) «= (^_^yj)(jr_(^_i^/i).._(j,__2A)(x-A) 

/i . * ,T?-iL(w-l)!(x-piA) + (m-2)!(x-mA)(4:~{fn>-i)A) + ' ' * * 
(l+Ar)* 

r , 1 



l!(x-mA)(x— («— l)A)....(jr— 2A)~(x— mA)(x— (ffi— 1)A)....(»-2A)(t 



^]- 
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96, Secondum (10. et 12.) est 

(!+«)* """ (r— l)(H-eP^\ *^M+e/' 



r-»< 

{?>0,>'>l) 
Proinde, indicantibns A, r quantitates positives, ponendo ^rj loco x, 1 — > 
loco y, hr loco p, erit 






(r<0) 
unde 



sive ex (55.), si in hac aequatione scribitor +A loco h: 

58. A^,y) = ^r(i+r)mrn)j^,r^''r^-_l^^ 

(y<0) 
;^. Jam de functionibus f{x, y) generaliter theorema binomiale valere 
demonstrenras, h e. banc aequationem locniu habere: 

+ r5A^.r-3).A«*3)+eic. 

denotanlibus y^ yi, y^ coSfficientes binomiales potestatis y. At si y 

nomerns positivus integer est, per (56.) aeqoationem (&.) valere constat. Si 
aatem y non positivum integmm est, band difficile est visu, seriem propositam 
non convergere, nisi Ar ad summum onitatem aequet. Nam posilo 

A, = ynf{x, y-^n) , f{z, n) , 
ex (55. et 56.) est 

A .y./Tl+r- »)wn(y— w)«.s'^* ,jx . , hr \ 



_ rH+y)s\n(yn) \hJ ^'"^' ,Jx . ^,„ hr \ 



Primum paJet, esse debere hr'^ — \ 
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O.uod quum Y/(-|^^ l^^y-j-n» . ,^ J f^ quanthate n in infinKmn ex- 

oresoente, versas 1 convergat, ex aequatione anteoedente faeile intelli^Uir, 
seriein Aq^ A^^ A^^ .... convergere, si hr<^l^ divergere ai Ar>*l. Si 

antem est Ar = l^ series converget, si -7'<C2, divefget, si ^^2. Qaod 

qanm ex aequatione anlecedente facili negolio comprobari possit, hac in re 
neu commoremur. 

Jam ponatnr ±h loco A, ita nt A qnantitatem posilivam indicet, atque sit 
Ä= T{y^ax,y-n).nz,n)]. 
Tum, qaoniam est f(z,n)s=ss^'^*, seoandam aequatiooein (58.) erit 

sive 

\ 

ideoque, siquidem est a^Ar^l, erit IF= j-,* atque 

h. e. ex (58.), 

Hinc elucet, relationem (ß.) valere^ certe si sit y<;0. Eam vero genera- 
liter veram esse, Iioc modo perspiei potest Scribamus denuo h loco ±h, ita 
ut h quantitatem vel positivam vel negativam exhibeaL Secunduni (26.) habemus 

ergo est 



«. Sehaeffer, mhotationes ad tertem i^M-^^^ «'*+^?l8y+S«'*+—"» *^f' ^'^^ 

unde 

Deindo est 

ns+.,y)= -nt+rl^O-«) »(l-y-4^. 1-y, -»r), 



y«(«+Arp""^r'' 



voll 



slve 

(-r) »• j 

Ex aequationibos QH. et X)^ coUigitur esse, pönendo ifi-(-ii = /, 

(ICO S^nx^z,y)=.i:i^±2:l^^'l{B(rJ)r-r^'), 

nbi est 

Jam in superioribus demonstratam est, esse iS— /'(x-j-.«>)r) = pro 
omnUias valoribiis qoaatitatis r intra et ▼. n. (-j-) posilis atfoe pro omnibus 
valoribus negativis ipsius y. Quöd quum, si^dem >* von po^trvus integer 
est, elpresno +y)"'Jy*> sypbrae non aequetur, ex (JKl) perspicitar esse 

debere ^ i^ty.n*'^*^} = pro iisdem valoribas; proinde vero etiam esse 

B(y,l)=iO pro omnibus valoribas negativis quantitatis y. Atqui ex aequa- 
tione (£f.) cernilar, B{y,1) praebere fanctionem rationalem fractam ipsius y. 
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Ergo idenlice pro omnibus valoribus quanlitatis y esse iehe{B(y,l) = 0. Ex 
quo deducilur, secundum aeqaalionem (ÜC), etiam S—f(X'\'Zyy) pro omnibus 
valoribus ipsius y 2yphrae aeqoari. Itaque habemus hanc aequatiooem generalem : 

28. Scholion. Si funclio f(x, y) non per aequationem (55.), sed per (58.) 
definila esset, pro Ar = 1, valente signo inferior!, oblineretur /*(a?,y)=x5''""\ 

Conslat enini esse 

ergo eril 

fr^ v.^ — /'«+r)r(-y)sin(.y»») ., nTT+V . 

et, quum sit 
habebilur 

(cf. &tfti/3r in commentatione landala, $. 22.)) sive f{ä:,y)=^xy'^^ (siquidem 
facultas, differentia negativa, veluti maxime consenlaneum videtur, ila definitur, 
at Sit xy''-^^ix-(y-i)hy'^r 

l^uibus assumtis, etiam demonstrationis in paragrapbo antecedente expo- 
sitae pars prior valet; ea igitur simul continet demonslrationem theorematis 
binomialis facultatum, certe talium, in quibus exponens et differentia negativa, 
baseos autem prima pars differentia major sit. 

ßerol. mens. Julii 1847. 
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9. 

Elementare Lösimg einer geometrischen Aufgabe, 

und über einige damit in Beziehung stehende 

Eigenschaften der Kegelschnitte. 

(Von Herrn Prof. Steiner in Berlin.) 
(Aassag ans einer am 19teii April 18(7 der Akademie der Wiasenichaften rorgelegten Abhandlang.} 

§.1. 

AnUfgab^ L y^us der Spitze C eines Dreiecks ABC nach irgend 
einem Puncte D der Grundlinie AB eine solche Gerade CD zu ziehen, 
deren Quadrat zu dem Rechteck unter den Abschnitten der Grundlinie, 
AD und BD, ein gegebenes Verhdllnifs hat, wie m:it/' Und 

IL y^Wenn dRe Grundlinie AB der Gröfse und Lage nach gege- 
ben, so soll die Grenzlage für die Spitze C gefunden werden, über welche 
hinaus die Forderung (L) unmöglich wird'' 

Erste. Auflösung. 
Man seUe i9i:ii = y, so soll sein 

CD^ ^q.AD.BD. 
I. Was BunAcbst die Construction der geforderten Geraden CD, so 
wie deren MOgliciikeU und Unvöglicbkeit belriflftvSO ergiebt sieb dieses Alles 
leicbt wie folgt 

Man beschreibe um das Dreieck ilAC (Taf. II. Fig.l.) den Kreis und siehe 
UBt sdner Grundlinie paraUel die Geraden IT^und F^ deren gleicher Abstand ;t 
von derselben sich su der Hohe A des Dreiecks verbfilt, wie n:m, so dafs also 

h:p=:m:n = q. 
Zieht man nun wdter aus der Spitze C durch -die Schnitte E und £i, 
F un Fl der Parallelen U, V und des Kreises die Geraden CE, CEi, CF, 
CFi/ welche die. Grundlinie in H und* 19i> ^ und 2)i treffen, so sind CD, 
CDx, CJ^, COi die Tier verschiedenen Geraden, welche der Forderung (L) 
genflgen. Denn ^ vermöge des Kreises ist z. B. 

CD.DE ^ AD. DB, 
und zufolge der Construction 

CD:DB^h:p = q, 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 2. 31 



162 9» Steiner, elementare Lesung einer geemetrischen Aufgabe, 

folglich ist 

CD' = q.AD.DB. 

Von den vier Punclen der Grundlinie, nach welchen die verlangteo 
Geraden gezogen sind, liegen aliemai zwei, D und Di, zwischen den End- 
puncten der Grundlinie AB, wogegen die beiden artderti, S) und !Z)x, auf ihrer 
Verlängerung, und zwar entweder aof jeder Seite einer, wie Fig. 1., oder 
beide auf einerlei Seite wie Fig. 2., liegen, je nachdem nftmlich beziehlich 
r/i;>ii, oder m<in ist. Ist insbesondere »i=:ii und A=p, so geht V 
durch die Spitze C, F vereiniget sich mit Cp und dann fflilt C2)i auf V, so 
dafs der Puncl Z)i sich ins Unendliche entfernt, und die Gerade CZ> wird 
Tangente des Kreises im Puncto C. 

Hiernach ist es auch klar, wie die construirten vier Geraden paarweise 
unmöglich oder imaginär werden können. Denn je nach Beschaffenheit der 
gegebenen Gröfsen m, n, A, kann die eine oder andere Parallele ü oder V, 
oder es können beide zugleich jenseits des Kreises liegen, wo dann das eine 
oder beide Paar Gerade unmöglich werden. Beim Übergangsfali, wo eine 
der Parallelen U oder F den Kreis berQhrt, fallen das bezQgliche Paar Ge- 
rade in eine zusammen. 

Bemerkung. Die vier Geraden CD, CDif CD, C^o oder einfacher 
bezeichnet, d, di, (f, Jn bilden paarweise mit den Schenhehi des Dreiecks, 
CA und CB, oder a und b, gleiche Winkel, nflnüich es ist 

Wink, (arf) =(*i/0, und Wink. iad)=z{bif,), 
weil Bogen AE^^BE^, und Bogen AF^^BF^. 

Es folgt daraus umgekehrt: Dafs wenn man aus der Sfriize eines 
Dreieeks nach der Grundlime zwei Gerade zieht, weiche mii den Schen^ 
kein gUicke Winkel machen, und welche entweder beide innerhalb oder 
beide avfserhatb des Dreiecks liefen, dann die Quadrate dieser Geraden 
zu den Rechtecken unter den respectiven Abschnitten der Grundlinie atle^ 
mal gleiches Verhdltnifs haben, d.i. d^iAD.DB=^dl:ADt.D^B, oder 
(r:At>.^Bt=:dl:AXii.^tB. 

Ist insbesondere die Gerade CEx Durchmesser des Kreises (Fig. 1.), 
so ist der Winkel CEEi ein rechter, nnd dem zufolge CD oder d das Per^ 
pisndikel aus der Spitze C auf die Grundlinie AB. Somit hat man den be- 
kannten Satz : j^ZAeht man aus einer Ecke eines Dreiecks den Durchmesser 
des umschriebenen Kreises und das Perpendikel auf die GegenseUe, so 
bilden dieselben mit den anliegenden S^ten gleiche Winket.'' 
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Nimoit man fAr einen Augenblick 4as Dreieck ABC als gegeben, da- 
gegen p oder y=A:;» als unbestimmt an, so ist klar, dafs y ein Minimum 
wird, wenn die Parallele ü oder V den Kreis berührt, in Eo oder jFü(Fig. 2.); 
dabei fallen d und di in eine Gerade d^, oder J und J^ in eine Gerade c^o 
zusammen, und diese Geraden 4) und do hälften also die Winkel (innern und 
flufsern) an der Spitze C. Seien D^ und Z)u die Puncto, in welchen diese 
Geraden die Grundlinie treffen, so ist also einerseits d^iAD^.BDii^ und an- 
dererseits ff^iA^i^.BI^^ ein Minimum. — Ist insbesondere das Dreieck an der 
Spitze C rechtwinklig, so ist: 

d^:AD,,.BD,, -= S},iAt>^.B1>,,. 

IL Was nun die zweite Frage: Die Grenzlage der Spitze C betriff), 
wenn die Grundlinie AB als fest und q als gegeben angenommen wird, so 
iflfst sich dieselbe getrennt, das eine Mal in Betracht der inneren Geraden d^ dg 
und das andere Mal in Rflcksicht der fiufsem Geraden d, d^, wie folgt leicht 
beantworten. 

A. Wir haben bereits gesehen, dafs d und di nur so lange möglich 
gind, als die Parallele ü den Kreis schneidet, und dafs also derIZustand, wo 
ü den Kreis nur noch berührt, die Grenze bildet. Dabei vereinigt sich der 
Punct JS^i mit £, D^ mit Dp und die Gerade di mit d. Der Punct E (Fig. 3.) 
ist die Mitte des Bogens ABC^ und sein Ort — wenn das Dreieck und der 
ihm umschriebene Kreis sich ändern — ist die auf der Grundlinie AB^ in 
deren Mitte M^ senkrechte Gerade Y. Die Gerade d hAlflet den Winkel {ah) 
an der Spitze C. Wird unter diesen Umständen AD = ai^ BD=:hi^ und 
ai'\-his=2y, oder MA = 3lB = y gesetzt, so hat man zunficbst 

1. iT = y.«!*,, 

2 — = A. 
a, */ 

Da nach einem bekannten Satze über das Dreieck: 

so ist ferner (l.)- 

3. ah = {l+q).a,h, = ül.rf^. 

Auaf (2.) vnd (3.) folgt: 

4 ,^(1+,) = ^ = ^. 

nnd daraas weiter 

21» 
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d.h. die Summe der Schenkel a-}'^ ^'^ constant. Man selse diese Constante 

2yy(l+v) = 2a, and «»— y» = /J», 
so ist 

6. ^- = ,/(l-j-y) = J=^, oder 

- a* . , ab ß* q rf» ß* d* 

'• 7— ^t9— «^ft^> «» — 1 + 7 — 06' y» ^ 0,6. ' 

8. d==-^^(ab)^-§-yf(a,b,). 

Mail setze femer CB = e, DE^f und AE^BE^g, so ist 

d\f-=^h\p'=^q^ und e=^d-\'f, 
od6r 

und weiter: 

10. e:d:f=: a'iß'if; 

11. de = abf df=axbx\ ef=^—ab-=p*ab. 
Da die Dreiecke />£B und i^ilC Ähnlich sind, so ist 



und weiter: 



*2- f = ^ = y=etc. (6.), 
13. ^=^./'=2..e=^.rf=|-.y(«*). 



Wird der Widkel (a6) oder ACB durch 9 heaeichnet^ und bemerkt, dafs 
Winkel BAE^\(p, so ist 

coslfjp = -^ =3 ;/ .. , 
oder 

14. '^{ßb).eos\q> == /?. 
Die vorstehenden Gleichungen enthalten nebst der Lösung der obigen 
Aufgabe zugleich auch viele, theils bekannte, Sfttse Aber die Ellipse, nfimlich 
in Worten enthalten sie folgendes: 

y^üe Dreiecke ABC, deren Spitzen C in der verlangten Grenze 
liegen, haben die gemeinsame Eigenschaft, dafs die Gerade d den Win^ 
kel {ab) an der Spitze häiftetj dafs die Schenkel a und b zu den ihnen 
anliegenden Abschnitten ai und bi der Grundlinie constanfes Verhältnifs 
haben, nämlich u>ie }/(i'\'g):i; dapf daher auch die Summe 2a der 
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Sckmihel coniUaU tat und akh zur Grundiinis 2y ebeitfktle wie ^(1 4'7)-l 
verhdU (60 ; «f. Jf. to/' Oder: 

^Dt> geeuekle Grenze ist eine Et^ee^ welche die Endpunefe A, 
B der festen Grundlinie zu Brennpuncten hat, und deren grofse Axe 2 a 
sich zur Grundlinie oder doppelten ExeentridtOt 2y verhält, wie ^(1 -f 7) : I9 
oder deren halbe grofse Axe a, halbe kleine Axe ß und Exeentridtät y 
sich verhalten, wie '^{i'\-q):'\fq:V^ 

jfSede ElHpse hat folgende Eigenschaften: Zieht man aus irgend 
einem Puncte C derselben die beiden Leitstrahlen a, b und errichtet die 
Normale CE, so theilt letztere das Stück AB der Hauptaxe X zwischen 
den Brennpuncten allemal in solche Abschnitte, ai und bi, welche zu den 
ihnen anliegenden Leitstrahlen constantes Verhdllnifs haben, und zwar 
wie y:a, d. h. wie die Exeentridtät zur halben grofsen Axe.^^, „Ebenso 
hat das Rechteck unter den genannten Abschnitten, aibi, zum Quadrat 
der JMoruuile d^ -^ diese bis an die Hauptaxe X genommen — constantes 
Verhaltnifs,.ndmlich wie y^:ß\ d.h^,wie das Quadrat der Excentricitdt 
zum Quadrat der halben kleinen Axe." „Desgleichen hat das Quadrat der 
Normale, d\ zum Rechteck unter den Leitstrahlen ab, constantes Ver^ 
hältnifs, wie ß^:a\ d. h. wie die Quadrate der halben Axen; u.e. w. (7.)." 
jyDie drei Abschnitte der Normale, zwischen ihrem Fußpunct C und ihren 
Sehnittpuncten D; E mit den Axen X, Y haben unter sich constantes 
VerhäUnife, und zwar wie die Quadrate der halben Axen und der Ex^ 
centricitat, nämlich es verhält sich eid:f^=sia^:ß^:y^ (100; ^^^ verhalten 
sich, die Stücke, d und e, der Normale bis an die Axen X, Y umgekehrt 
wie die Quadrate der respectiven halben Axenf n. s. ic/' „Das Recht- 
eck, de, unter den Stücken d, e der Normtde bis an (ßa Axen ist gleich 
dem Rediteek, ab, unter den Leitstrahleuf u. e,w. (HO*"* ~ n^^ Gerade g, 
welche einen der Brennpuncte mit dem Schnittpunct E der Normale und 
der zweiten Axe Y verbindet, verhält sich zum Stück der Normale bis 
an diese Axe, e, wie die Exeentridtät zmr halben grofsen Axe (130^ 
und zum Stück der Normale zwischen den Axen, f, wie die halbe grofse 
Axe zur Exeentridtät (130; m dafs also g die mittlere Proportionale 
zwischen e und f, oder gi^ = ef ist, u.s.wJ''— ,yDie mittlere Proportion 
naie, i{ah), zwischen den Ldtstrahlen, a und h, mullipÜcirt in den Co- 
einue ihres halben Winkels, \ip, ist constant, nämlich gldch der halben 
kleinen Axe ß (iA.y' 
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Man setze den Halbmesser CM ==/9|, nnd denke sich den crajngirten 
Halbmesser MH=^ai gezogen, so ist letzterer bekanntlich gidch der mittle- 
ren Proportionale zwischen den Leitstrahlen a und k ins C, also ais=z^(^ai) 
und somit ist (14.) 

eti.cosl^) =x ß. 

Wird der Winkel, welchen die Leitstrahlen aus dem Scheitel U ein- 

scbliefsen, durch ip bezeichnet, so ist eben so 

/^i.cos^V' == ß. 

Nun ist bekannUich «J4-/3J = a'-|-/^; ^«hw folgt für die Winkel y 
nnd y/ leicht die interessante Relation: 

15. tangl^^^+tang^v' = |r = — » 

d. h. y^Die Winkelf welche Mb zwei Paar Leitetraklen aus den Scheiteln C, 
B irgend zweier conßigirten Halbmeeeer der ElHpee unter eiek bilden^ 
haben die Eigenschaft ^ da/i die Smmme der Quadrate der Tangenten 
der halben Winkel coni$tant ist, nOmlich gleich ist dem Quadrat der Ex-- 
centricität dividirt durch das Quadrat der halben kleinen Axe^^ 

Ffir die Axen- Scheitel ist tang^y^^^ und tang^v/^==0, was 

auch stimmt. 

Fflr die besondere Ellipse, deren Axen sich verhalten, wie die Diago- 
nale des Quadrats zur Seile, oder bei welcher a^s=2/3'=s=:2/^, hat map 

16. tang|y*-f *®ßÄiV^ = !• 

Fflr diese besondere Ellipse treten Oberhaupt in den obigen Gleichun- 
gen und Sätzen ähnliche interessante Modificationen ein. Sie entspricht der 
vorgelegten Aufgabe fOr den speciellen Fall, wo das Quadrat der ans der 
Spitze C des Dreiecks zu ziehraden Geraden, CD oder df ^iem Rechteck 
unter den Abschnitten, AD und BD, der Grundtinie gleich, oder fe=l 
sein soll. 

B. In Rflcksicbt der ftufsem Geraden d und ^i findet nun Analoges 
Statt. Nflmlich sie sind nur so lange möglich, als die Parallele V den Kreis 
schneidet; berührt sie ihn, so befindet sich C in der gesuchten Grenze, und 
alsdann vereinigt sich der Punct JP\ mit F, t>i mit Z), und die Gerade di mit 
d, und es ist der Punct F die Mitte des Bogens AFB, so dafs sein Ort die- 
selbe, auf der Grundlinie AB in deren Mitte Bi senkrecht stehende Axe Y 
ist, und dafs d den Aubern Winkel an der Spitze C des Dreiecks hdfitet. 
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Fflr diesen Fall setze man 

A!ö=sai', ADas^,; «nd .4B = 2y = *i — «r,, 
so iM man gleidierweise, wie bben (A.): 
1. <f = y.Oi*,, 

3. a* = ai*,— <>' = (1— y).tf,*,=si=l.<J«, 

4. V(l~y)=^=^, 

5. *-« = (*2-*,).y(i-y) = 2y>^(i*-y), 

d. Ii. die Differenz der Schenkel a, b des Dreiecks ist constant. Man setze 

2yf(l— ^) = 2 a, und >»—«» = /3», 
so ist 

6. ^ = y(l-,) = J = ^; 

8. J =|.^(a*)==^,/(M«). 

Wird CF=0, 10F=f, und AF=BF=g gesetzt, so üst ferner 
d:f:=sh'.^p = q, nnd «=/•-— ^, oder 

9. 9^q.f, nnd # «(1— y)^= iipi.J; 

11. <y« ra «ft; ^/=s ©»*»; «/" = — Ä* =r= Jr*«*- 

Da die Dreiecke t>BF und ^CJ Ähnlich, so ist wdter: 
12. 4 *== ~ ~ ~ =* «to- (ß-)j oder 

18. 9^±f^±t=^^d=.^^(flb). 
Wird der Miiiare Winkel an der Spitse C dnrdi ipi bezeichnet, so hat man 

cosiy, =X = ^, oder 

Diese verschiedenen Gleichon^n besagen in Worten Ähnliches, wie die obi- 
gen (AO9 2- B. 
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„Alls Dreiecke, deren Spitzeti C in der gesuehten Grenms liegen^ 
haben die Eigeneehaft, dafs die Gerade i detß äufsern Winkel an der 
Spitze Aal fiel; dafs die Schenkel a^ b zu den ihnen anliegenden Akechnitten 
a2f ^2 der Grundlinie consianles VerhäUnifa haben, wie }/(l— y):l, (4.) 
und dafs daher die Differenz 2 a der Schenkel (b — a, oder a — 6) con-^ 
stant ist (5,) und sich zur Grundlinie 2y ebenfalls wie ^(1 — q):i r^r- 
hält (60t u.s.w:' Oder: 

yyDie gesuchte Grenze ist im gegenwärtigen Falle eine Hyperbel, 
welche die Endpuncte A, B der festen Grundühie zu Brennpuncten hat, 
und deren Hauptaxe 2 a sich zur Grundlinie oder doppelten Exeentri-- 
cUdt 2y verhäli, wie ^(1— y):!, oder deren Halbaxen a, ß und Ex-- 
centricitdl y sich verhalten, wie }^(1 — 7):y?:l> (wenn ß als reell ange- 
sehen wtrdy 

Ffir die Hyperbel enthalteo die Gleiohangen analoge Eigenschaften^ wie 
oben fflr die Ellipse , was ich nur anzudeuten brauche. 

Wie man sieht mub hier q<i\y und also ^>- 172^2 sein, wenn die 
Hyperbel reell sein soll. 

bt insbesondere 7 = 79 so wird die Hyperbel gl^chseitig, nämlich 
a = ß=^^)'^2^ und dann treten in den Formeln und SAlzen Modificationen 
ein, wie oben bei der speciellen Ellipse, bei weicher g^^i. 

Bemerkung. Die in der Aufgabe (II.) verlangte Grenze besteht 
demnach im Allgemeinen aus zwei Kegelschilrtten^ einer Ellipse und einer Hy- 
perbel, welche confocal sind und zudem die zweite Axe 2ß gemein haben 
(abgesehen davon, dafs dieselbe fOr die Hyperbel ixuaginflr ist); ihre Hanpt- 
axen verhalten sich, wie ^(1 4"y)'y(l~y)- Die Kegelschnitte schneiden ein- 
ander in vier Functen Co, und zwar rechtwinklig. Somit giebt es vier solche 
besondere (einander ^dche) Dreiecke ABCo^ deren Spitzen Co in beiden 
Kegelschnitten zugleich liegen. Für jedes dieser Dreiecke ist daher , 

d^:4iibi = J^iöjJkj = y, 

woraus man schliefet^ dafs dieselben an der Spitze Cu reditwinklig sind (s. oben 
L Bemerk.). Demnach folgt: 

^Bleibt die Chrundlinie AB constant und in fester Lage, während 
die VerhdUmfszahl g sieh ändert, so ändern sieh auch die büden Kegeln 
schnitte, aber der geometrische Ort ihrer vier Sehnittpunete Q ist ein 
Kreis, welcher die feste Grundlinie zum Durchmesser hat.^^ Oder 



unä über einige daml in BeueA, siehende Eigenschaften der Kegelsehniiie, 169 

y^SoU ein Dreieck ABCo, dessen Grundlinie AB in fester Laße 
gegeben^ die Eigenschaß haben^ dafs die Quadrate der beiden Geraden 
d und (f, welche die Winkel (p und <pi an der Spitze Cu Hälften ^ sich 
zu den Rechtecken unter den respeclioen Abschnitten der Grundlinie 
gleich verhalten, so mufs es an der Spitze rechtwinklig sein,' oder so ist 
der Ort seiner Spitze Co ein Kreis, welcher die Grundlinie zum Durch-- 
messer haL'^ 

Werden die beiden Kegelschnitte, Ellipse und Hyperbel, oder kürzer 
£ und H, gezeichnet gedacht, so theiien sie zusammen die Ebene in 7 Theile 
oder Rfiume JR. Von diesen Rflumen liegen: 1) zwei sich gleiche jR|, inner- 
halb E und H zugleich; 2) einer JR« innerhalb E allein; 3) zwei gleiche Rf, 
innerhalb U allein; und endlich 4) zwei gleiche R^ aufserhalb E und H. 
Liegt nun die Spitze C des Dreiecks ABC entweder: 1) in einem der bei- 
den Räume Rm so sind sowohl zwei Gerade d (d. h. d und di) als zwei 
Gerade ^ möglich; 2) im Räume Rg, so sind nur zwei Gerade d möglich; 
3) in einem der zwei RSume A/^, so finden nur zwei Gerade J Stall; und 
endlich 4) in einem der zwei Rfiume jRo, so findet weder d noch J Statt, 
d. h. die Aufgabe (I.) ist unmöglich. 

Zweite Auflösung. 

Von der in der Aufgabe (IL) verlangten Grenze, kann man sich durch 
folgende Betrachtung eine klare Anschauung verschaffen. 

Wird in der gegebenen Grundlinie AB der Theiinngspunct 19 irgend 
wo angenommen, so ist, wenn zudem auch q gegeben, die Länge der Gera- 
den CD oder d bestimmt, da d^=q,AD,BD sein soll. Daher ist für 
jeden Theilungspunct D der Ort der Spitze C des Dreiecks ein Kreis, der 
D zum Mittelpunct und d zum Radius hat. Und daher ist klar, dafs die ge- 
meinsame Enveloppe E aller dieser Kreise D die gesuchte Grenze ist. Je- 
der Kreis wird von der Enveloppe E in denjenigen zwei Puncten C berflhrt, 
in welchen er von dem. ihm zunflchst folgenden geschnitten wird, odery wenn 
man sich so ausdrücken darf, in welchen er von dem mit ihm zusammenfal- 
lenden (oder von sich selbst) geschnitten wird, fti jedem andern Puncto Ci 
wird er von einem der flbrigen Kreise geschnitten, aber nur von einem. Jene 
zwei Berfihrungspuncte C lassen sich z. B. durch die Eigenschaft der Ähn- 
lichkeitspuncte zweier Kreise leicht geometrisch bestimmen. 

Es seien D und Di zwei der genannten Kreise, und F und Fi seien 
ihre Ähnlichkeitspuncte: so sind diese (nicht allein zu den Mitlelpuncten D 
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und Di^ sondern zagleich auch) zu den gegebenen Paneten Ä ond B har- 
monisch, was leicht zo erweisen ist. Eine iofsere gemeinschaftliche Tan^ 
gente t, die also durch den flnfsem Ähnlichkeitspunct F geht, berühre die 
Kreise beziehlich in S und Si, und der diesen Puncten znnichst liegende 
Schnittpunct der Kreise heifseCi. Bleibt nun D fest, während Di ihm niher 
rflckt, bis er endlich mit ihm zusammenfallt, so rficken die Puncto (S ndd Ci 
auf dem festen Kreise D einander auch niher, bis sie zuletzt sich in einen 
Punct C vereinigen, wdcher der verlangte Berflhmngspunct ist; dabei fallt 
auch (S, in C, und der innere Ähnlichkeitspunct ^j, der stets zwischen D und 
Dl liegt, füllt in D. Demnach werden die zwei Puncto C, in welchen ein be- 
liebiger Kreis D von der Enveloppe B berflhrt wird, wie folgt geftmden: 

„Ztf den drei Puneten A,. D, B nteke man dgn vierten, 4em 
D zugeordneten, harmoniechen Punet F, und lege aae ihm Tangenten 
an den Kreis Z>, eo sind deren Berühr ungspunete die verlangten zwei 
PuncU er 

Zieht man aus einem der constmirten Puncto C nach den Poncten J, 
/>, Ä, F Strahlen a, rf, *, f, so sind diese auch harmonisch; und da d und' 
f zu einender rechtwinklig (als Radius und Tangente des Kruses 11) so 
halftetf sie die von a und h gebildeten Winkel. Hierdurch gelangt man,' für 
die Bestimmung des Orts von C, zu denselben drei Fundamentalgleichungen, 
wie bei der ersten Auflösung (II. A. 1., 2., 3.), woraus also, wie dort, lUgt' 
dafs die Enveloppe B eine EDipse sei. 

Der Kreis D kann mit der Enveloppe B reelle oder imagindre Be*- 
rahrung haben. Ob das Eine oder Andere Statt findet, bangt davon ab, oder 
wird bei der obigen Constrttctiön daran erkannt, ob aus F Tangenten an den 
Kreis D möglich sind oder nicht, also ob F außerhalb oder innerhalb des 
Kreises liegt, oder ob d kleiner oder gröfher als DF isL Es finden Immer 
beiderlei Kreise Statt, und der besondere Fall, wo gerade rf=£>F, oder 
zur Unterscheidung, d„=^D„F„, bUdet ibn Übergang von den einen zu den 
andern. Bei diesem Übergangsfalle vereinigen sich beide Berahningsponcte 
Co mit Fu, und der Krefs D„ wird der Krflmmungskreis der Ellipse B im 
Scheitel F„ ihrer Hauptaxe 2«. Die Lage des Millelpuncts D„ wird durch 
die zwei Gleichungen 

d^, = q.AD„.BD,„ und MA^ == MD^.MF„, 
oder, wenn jUD„^x und MA^MB^y gesetzt wird, durch 
<<3 = ^(y»-ar»), nnd f = x{x\d^) 
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bestimmt. Daraus ergiebt sich: 



w = 



= -^; und d^y:=^a — x = —' 



Von den auf diese Weise bestimmten 2wei Punclen fi, und Dl, liege der er- 
stere nach A und der andere nach B hin. Die Mittelpuncle der beiderlei 
Kreise D yertheilen sich nun so: ^Die Strecke A^ enthtit die Mittelpuncle 
aller reeti berflhrenden Kreise D, wogegen die Hiltelpuncte der imaginär be- 
rfihrenden Kreise D in den beiden Strecken AD^ und BD}, liegen.'' Dabei ist 

B^Dt = ^, und AD^ = BD}, = ^(c -;). 

Die Berfihrangspuncte C der Kreise B mit der Enveloppe E können 
Üemer auch auf folgende ums^ndlichere Art gefunden werden, was hier noch 
um eines unten folgenden Satzes willen in Betracht gezogen werden soll. 

Zieht man in allen Kreisen B parallele Durchmesser GGi=i2d nach 
einer beliebigen Richtung Ry so liegen ihre Endpuncte G und Gi jedesmal 
in irgend einem Kegelschnitte K [denn da d[^ =^ q.AD.BB^ so ist y^=: 
y(y— ar)(y-|-ar), wenn man d=:yf MB = x und MA^=y setzt]. Wird 
nun an diesen Kegelschnitt K im Puncto G die Tangente GF gelegt, so trifft 
diese die Axe X im nlmlichen Punote F, aus welchem die an den Kreis B 
gdegtea Tangenten die verlangten Berflhrungspuncte C geben (wie bei der 
obigen Construction). -— FOr den oben genannten Übergangsfall, d. h. fflr den 
besondern Kreis Dq, bat man dabei das Merkmal: dafs die Tangente GF mit 
der «Riditung R und mit der Axe X gleiche Winkel bildet, oder dafs B^F 
=^BoG ist; und je nachdem sie mit R einen gröftem oder kleinem Win- 
kel bildet, als mit X, berflhrt der zugehörige Kreis B die Enveloppe E reell 
oder imaginär^ Bei dem besondern Kegelschnitte ÜCo, der entsteht wenn R 
zu X senkrecht, bildet also fOr jenen Fall die Tangente GF mit der Axe X 
einen Winkel von 4«^®, und je nachdem sie mit derselben einen kleinem oder 
gröfeem Winkel bildet, berahren sich B und E reell oder imaginär. — Da 
beim Übergangsfall BoF= BoG=^BuGi^ so folgt, dafs die Tangenten GF 
und GiF dabei einen rechtdn Winkel bilden. BeilAufig mag noch bemerkt 
werden, dafs aus der Bestimmungsart der Kegelschnitte K unmittelbar folgt, 
dais dieselben die Grundlinie AB zum gemeinsamen Durchmesser haben (so- 
mit unter sich und mit E concentrisch sind), und dafs der demselben conju- 
gtrte Durchmesser fflr jeden K der zugehörigen Richtung jR parallel und fflr 
alle K von constanter Gröfse ist, nfimlich er ist zugleich ein Durchmesser 2d 

22» 
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desjenigen Kreises D oder D^^ dessen Miltelponct in M fallt, so dafs also 
2rf,n = 2/J = 2y}/y. Ferner folgt, dafs jeder Kegelschnitt K die Enveloppe 
E in zwei Punclen U und //|, in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen 
Durchmessers, berührt; dieser Durchmesser ist dadurch bestimmt, dafs die 
Normalen (der E^ in seinen Endpuncten der jedesmaligen Richtung R parallel 
sind. Demzufolge ist E zugleich auch die Enveloppe der Schaar Kegel- 
schnitte K^ welche sämmtlich Ellipsen sind und innerhalb ,der Ellipse E 
liegen. Jener oben erwähnte besondere jKo hat mit E die Axe 2/9 gemein 
und berflhrt sie in den Scheiteln derselben. — FQr die obige specielle Ellipse, 
die eintritt, wenn ^ = 1, und bei der a==/'?|/2 = y]/2, ist AB fflr jeden 
Kegelschnitt K einer der gleichen conjugirten Durchmesser, indem 2d^=^2ß 
:= 2y; und daher wird in diesem Falle K^^ ein Kreis Ober dem Durch* 
messer AB. 

Wird oben anstatt des Theilungspuncts D, zwischen A und B, ein 
Theilungspunct !D in der Verlängerung der Grundlinie ABf also jenseits A 
oder B angenommen, und wird sodann mit der dadurch bestimmten Geraden 
d um ihn ein Kreis S) beschrieben, so gelangt man zu analogen Resultaten. 
Nämlich die Enveloppe E aller Kreise 2) ist eine Hyperbel; die Kreise zer- 
fallen in zwei Abtheilungen, die einen haben mit E reelle, die andern irna^ 
ginäre Berührung, und der Übergang von den einen zu den andern geschieht 
durch die Krflmmungskreise 2)u in den Hauptscheiteln der Hyperbel E^ etc. 
Ferner: Zieht man in den Kreisen je ein System parallele Durchmesser 6rCr|^ 
so liegen deren Endpuncte in einer Hyperbel K, welche die Hyperbel E in 
zwei Puncten//und H|, in den Endpuncten eines gemeinsamen Durchmessers 
(eines reellen oder vnaginären) berührt; u. s. w. 

Bemerkung. Dafs die obigen Kreise D eine Ellipse E zur Enre-* 
loppe haben, und dafs die Endpuncte G und 6^ je eines Systems paralleler 
Durchmesser derselben in einer andern Ellipse IT liegen, u. s. w., davon kann 
man sich durch stereometrische Betrachtung, durch Projection, eine klare un- 
mittelbare Anschauung wie folgt verschaffen. 

Man denke durch den Mittelpunct üf einer Kugel eine feste Ebene p^ 
die sie in einem Haupikreise P schneidet; ferner einen der Kugel umschrie- 
benen (geraden) Cylinder T, dessen Axe t, die immer durch M geht, gegen 
die Ebene p unter beliebigem Winkel l geneigt ist, und welcher die Kugel 
in einem Hauptkreise (S berührt, der mit dem Kreise P einen Durchmesser 
QR oder Y gemein hat. Der Cylinder T schneidet die Ebene p in einer 
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Ellipse E, die M zam Mittelpnnct ood QR zur kleinen Axe (2/3) hat. Sei 
Z der auf der Ebene p senkrechte Kageldarchmesser^ und 91 nnd S dessen 
Endpuncle. Jede dnrch Z gelegte Ebene schneidet die Kngel in einem Haupt- 
kreise ft; geht die Ebene insbesondere durch Z und Tf so heifse der Kreis $g. 
Jeder Kreis St hat mit dem festen Kreise (S einen Durchmesser ^Spi gemein. 
Alle Kreise $t haben den Durchmesser 919 (oder Z) gemein, und die dem- 
selben conjugirten Durchmesser haben sie einzeln mit dem Kreise P gemein. 
Eine mit der Ebene p parallele, aber bewegliche, Ebene pi schneidet die 
Kugel in einem kleinen Kreise S, dessen Miltelpunct X) den Durchmesser %^ 
zum Ort hat. Der Kreis Z> schneidet den festen Kreis Q in zwei Puncten @, 
die reell oder imaginfir sein können, nflmlich es giebt zwei besondere Kreise 
!Du und Z>o, welche den Kreis Q nur berflhren, und aber diese hinaus schnei- 
den sich Z) und (i nicht mehr reell, aber die Schnittlinie (£(E ihrer verlfin- 
gerten Ebenen bleibt immerhin ihre ideelle gemeinschaftliche Chorde. Die 
Schaar Kreise Z) werden von der Ebene jedes Kreises S in einem System 
paralleler Durchmesser @®x geschnitten, deren Endpuncte ® und ®i in R 
liegen; u. s. w. 

Werden nun diese auf der Kugel beschriebenen Elemente nach der 
Richtung der Cylider-Axe / auf die feste Ebene p projicirt, so ergiebt sich 
folgendes: 

Der Kreis P entspricht sich selbst. Dem Kreise 6 entspricht die El- 
lipse Ef dem senkrechten Durchmesser Z entspricht die grofse Axe X von 
E; den Endpuncten % und 9 entsprechen die Brennpuncte A und B von B. 
Jedem Kreise Z) entspricht ein ihm gleicher Kreis D, dessen Mittelpnnct D 
die Strecke AB der Axe X zum Ort hat; den zwei Schnittpuncten Q von 
T) und 6 entsprechen die zwei Berflhrungspuncte C von D und E; den be- 
sondem zwei Kreisen jDu nnd jDu entsprechen die Krflmmungskreise iDo und 
D^ in den Scheiteln der groCien Axe X; und aberhaupt je nachdem der 
Kreis Z) den Kreis d schneidet oder nicht, hat D mit E reelle oder imagi- 
nftre Berfihrung, und der Schnittlinie (Ed der Ebenen von Z) und (£ entspricht 
immer die reelle oder ideelle Berahrungssehne CC von D und E. Die 
Kreise St gehen in eine Schaar Ellipsen K Ober; je einem System paralleler 
Durchmesser (^®i der Kreise X) entsprechen parallele Durchmesser GGg der 
Kreise D, deren Endpuncte G und G^ in je einer Ellipse K liegen; den 
Schnittpuncten ^ und ^i von ^ und Q entsprechen die BerQhrunspuncte H 
und Hl von K und E, und HHx isf allemal gemeinsamer Durchmesser der 
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letfttera; dem gemeinsanen Darchmesser 919 aller Kreise $t entspricht der 
gemeinsame Durchmesser AB aller Ellipsen K, und die diesen beiden Durch- 
messern beiderseits conjngirten Durchmesser fallen zusammen nnd sind zu- 
gleich die Durchmesser des Kreises P. Dem hesondem Kreise So entspricht 
die besondere Ellipse K^^^ u. s. w. 

Die Yerhiltnifszahl oder der CoSf&cient ^ wird hierbei bestimmt durch 

q = tangi^ 

Ist insbesondere der Winkel A=r45^^ so ist 7 = 1, und dann wird 
E die mehrerwflhnte besondere Ellipse , bei der a=/9y^2. 

Anstatt der Kugel können auch andere UmdrehungsflAchen zweiler 
Ordnung zu Hfllfe genommen werden, nSmlich die Spbirolde und das zwei- 
theilige Umdrehungs- Hyperboloid. Dabei ist gleicherweise die feste Ebene 
p dorch den Mittelpunct M der Fliehe und senkrecht zu ihrer Drehaxe Z 
anzunehmen. Beim Hyperboloid ist dann der umschriebene Cylinder T ein 
kjfptrMiscAer-, und sein Schnitt E mit der Ebene p ist eine Hyperbel, und 
ebenso werden alle Kegelschnitte K Hyperbeln, u. s. w. 

Bei diesen Ftllen wird die Gröfse q durch den Winkel l und durch 
die zwei verschiedenen Axen 2 a, 2/? der jedesmaligen FIflche bestimmt, nftm- 
lieh es ist 

wo 2« die ungleiche Axe ist, die in der Drehaxe Z liegt 



Die vorstehende Untersuchung fahrte auf ein System Kreise, welche 
einen Kegetechnitt doppelt berfihren. Aber es kamen dabei einerseits nicht 
alle Kreise in Betracht, welche den Kegelschnitt doppelt berfihren, und an- 
dererseits stdlten sich nicht die Arten Kegelschnitte ein. Die$ giebt Anlafs 
diesen Gegenstand fOr sich etwas ausführlicher zu erArtern. Es bieten sieh 
dabei noch einige nidit ganz uninteressante Eigenschaften und SAtze dar. 

1. Ein gegebener Kegekchnit K kann von zwei Systemen oder zwei 
Schaaren Kreise P und Q doppelt berflhrt werden, deren Mitlelpuncte in den 
beiden Axen X und Y des Kegelschnitts liegen, und zwar ist jeder Punct 
in der einen oder der andern Axe als Mittelpunct eines solchen Kreises an- 
zusehen, der reell oder imaginftr ist. Die Kreise P, deren Hittelpuncie in 
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dM* Hanptaxd X liefen , berflhrea den KegetBohnift K von Innen und liegen 
ganz innerhalb dei^selben, wogegen die Kreise 0, deren JUttelpanete in der 
swetten Axc F liegen ^ denselben entweder von Avften berflbren, oder Um 
mnseUiefeen und von Ihm von Innen berflhrt werden. Die erste Kreisscliaar 
P bestellt aus reellen und imaginiren KreiseD, wogegen die andere Scbaar 
Kreise Q sanirotlicb reell sind. Die reellra Kreise P der ersten Scbaar xer« 
isllen in awei Abtbtilangen^ wovon die einen mit K reelU und die andern 
inm§inär$ Berährung haben, (was bereits im Vorhergehenden sieh herans- 
stellte). Bei den Kreisen Q hangt ea von der Art des Kegelschnitts K ab, 
ob ihn ^dieaeUum alle reell ÜerOhreO) oder ob sie ^ ebenso wie jene, in zwei 
Abtheilvngen zerlSsllen, wovon die einen ihn reell nnd die andern imaginir 

berfihreD* 

Sei ^Ail|ssr3« die Hmi[itaxe, in JT, nnd BB^ms^2ß die zweite Axe, 
ik^ Yy femer F und Fi die BrennponMe (in X) und FFi»2/; seien ferner 
ft nndtli, 8^^ und 9i beziehlich di^ KrOnuaongsmittdpDncte dei" Axen- Seheitel 
A und Ai^ B und B,, nnd sü endlich M 4er Mittalpunct des Kegelschnitts 
Kf so lAfst lieh das G^esagte bei den verschiedenartigen Kegekcbnitten wie 
folgt speeietter angeben. 

e. Bei der Efiipse. 1) We Kreise P werden von der Ellipse um- 
schlossen. Die Ifittdpancte. der reethn Kreise P sind aaf 4ie Strecke FFg 
beschrftnfct«, und Jeder derselben berahrtdie Ellipse reell oder imagintr, je 
nMhdem sein Mittetpunct in der Strecke 9Si, oder in einer der beiden 
Strecken 9JF oder SiFi Hegt. Der Kreis iP wird am gröfsten,ein üfoarfmtim, 
wenn er M zum Mittelpttncl und BB^tss^^ß aam Durchmesser hat; er wird 
nm so kleiner, je weiter sein Mittelpunct von M absteht, bis er in den Gren- 
zen F und Fl sich auf seinen Mittelpunct reducirt 2} Die Kreise Q um- 
sdiliefeen die ElUpse und berOhren sie reell oder imaginSr, nachdem der Mit-* 
telpunct in' der Strecke 99i9 oder auf der einen oder andern Seite jenseits 
dieser Strecke liegt. Der Kreis Q wird ein Minimum, wenn er M zum 
Mittelpunct und AAi=Bz2a tum Durchmesser hat; er wird um so gröfser. 
je weiter sein Mittelpunct von üf absteht. — In beiden PAllen findet der 
Übergang von den reell zu den imaginär berfihrenden Kreisen bei den Krfim- 
mnngskreisen in den Scheiteln der respectiven Axen AAi und BB^ Statt. 

b. Bei der Hyperbel. 1) Die Kreise P werden von der Hyperbel 
umschlossen. Die Mitlelpuncte der reellen Kreise P liegen zu beiden Seiten 
jenseits der Strecke FFi, von deren Endpuncten an bis ins Unendliche, und 
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jeder Kreis P berührt die Hyperbel reell oder imaginfir, nacbdem sein Hiltef- 
pancl jenseits der Strecke WBli^ oder in einer der beiden Strecken %F oder 
^ijFji liegt; in den Grenzpuncten jP und JP\ wird der Radius des Kreises 
==rO, etc. 2) Die Kreise Q berühren die Hyperbel von Aufsen, jeder be-> 
rührt beide Zweige derselben, und alle berühren reell, so dafs jeder PoncI 
der unbegrenzten Axe Y Mittelpunct eines die Hyperbel reell und doppelt 
berührenden Kreises Q ist. Der Kreis Q wird ein Minimum, wenn er M 
zum Mittelpunct und AAi=^2a zum Durchmesser bat; er wird um so grftlser, 
je weiter sein Mittelpunct von M entfernt. 

c. Bei der Parabel. 1) Die Kreise P werden von der Parabel 
umschlossen. Die Miltelpuncle der reellen Kreise P liegen von F an nadi 
dem Innern der Parabel, bis ins Unendliche, und jeder Kreis P bef(kbrt 4ie 
Parabel reell oder imaginär, je nachdem sein Mittelpunct jenseits 9, oder in 
der Strecke F% liegt; bei F wird der Radius des Kreises s=0, etc. 2) Hier 
ist die zweite Axe Y unendlich entfernt; als ihr entsprechende Kreise Q kann 
man die gesammlen Tangenten der Parabel ansehen. 

Bemerkung I. Die Radien der Kreise P und Q, welche nach deren 
Berflhrungspuncten mit dem Kegelschnitte K gezogen werden, sind zugleich 
die Normalen des letztern. Somit sind umgekehrt die beiden Kreisschaaren 
durch die Normalen des Kegelschnitts K bestimmt, nämlich dieselben bis an 
die Axen X und Y genommen, sind die Radien der respectiven Kreise. Aber 
wie aus dem Obigen ersichtlich, erhalt man hierdurch nicht die ganze Kreis- 
schaar P, sondern nur diejenige Abtbeilung derselben,, welche mit K reelle 
Berührung haben. Ebenso verhält es sich mit der zweiten Kreisschaar Q, 
im Falle, wo K eine Ellipse ist. — 

II. Von den zwei Kreisschaaren P und Q, die einen Kegelschnitt K 
doppelt berühren, will ich hier beiläufig folgenden Satz angeben: 

^Die gemeinschafUiche Secante SS irgend zweier Kreise aus der 
nämlichen Schaar und ihre Berührungssehnen CC und C^Ci mit dem 
Kegelschnitte K sind parallel, und die erster e liegt immer in der Mitte 
zwischen den beiden letztern.'' (Dabei können die genannten drei Geraden 
reell oder ideell sein.) Oder: 

^Werden zwei gegebene Kreise N und Ni von irgend einem Kegeln 
schnitte K doppell berührt, aber beide gleichartig, so sind die beiden Be^^ 
rührungssehnen CC und C\ Ci immer mit der gemeinschaftlichen Secante 
SS der Kreise parallel, und stehen gleichtveit von ihr ab.'' — Die zwei 
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Safsern, so wie die Bwei Innern gemeinBcbafUichen Tangenten der Kreise A 
und JV| sind als ein solclier Kegelscimitt K anzusehen : und für diesan be- 
sondem Fall ist der Sats bekannt -— Übrigens findet der Salz aucb etwas 
allgemeiner Statt, was ich bei einer andern Gelegenheit nachzuweisen mir 
vorbehalte. 

III. Die zweite Schaar Kreise Q haben, unter andern^ folgende be<- 
sondere Eigenschaft: 

y^Zieht man aue den Brennfßuncten F und Fi nach allen Ton- 
ffenten des Keyelschnilte K Strahlen unter detneelben beliebigen Winkel ^, 
eo liegen ihre Fufepuncte allemal in einem ealchen Kreiee Q, w dafe 
durch Änderung des Winkele tp die ganze Schaar Kreise Q erhalfen 
wird?'' Oder umgekehrt : y^Bewegl eich ein beliebiger gegebener Winkel ip 
eo, dafe der eine Schenkel stete einen festen Kegelschnitt K berührt, 
während der andere beständig durch einen der beiden Brennpuncfe F 
oder Fl desselben geht, so beschreibt sein Scheitel einen solchen Kreis Q, 
weUher den Kegelschnitt doppelt berührt (reell oder imaginär) und sei^ 
nen Mittelpunct in der zweiten Axe Y des letztem hat. — Für den be- 
sondem Fall, wo 9)= W\ ist der Satz allgemein bekannt; ebenso fflr den 
Fall, wo K insbesondere eine Parabel, aber <p beliebig ist, und wobei der 
Kreis unendlich grofs, d. L eine Gerade, eine Tangente der Parabel wird. — 
Zur weitern Entwickelung dieses Satzes und seines Zusammenhanges mit an- 
dern Eigenschaften, ist hier nicht der geeignete Ort. 

2. KOrze halber wollen wir die obige Annahme (1.): „dafs X die 
erste, oder die Hauptaxe des gegebenen Kegelschnitts K sei,** fflr einen Au* 
genblick aufheben, und vielmehr es unbestimmt lassen, ob X die erste oder 
iweite Axe, und ob die ihr zugehörige Kreisschaar P die erste o(fer zwdte 
sei, wobei dann gleicherweise uid>estimmt bleibt, ob die in X liegende Axe 
AAiss^2a., so wie die Brennpuncte J^ und J^i, und deren Abstand FFi=: 
2y, u. s. w. reell oder imaginSr seien. Alsdann braucht man nur von einer 
Kreisschaar P zu sprechen und kann doch die abereinstimmenden Eigenschaf- 
ten beider Schaarea zugleich beschreiben. 

Einige schon im Frflhern angedeutete Sttze (§1, 2te Auflös.) lauten 
nun vottstAndiger wie folgt: 

y^Werden in einer Schaar Kreise P, welche einen gegebenen Kegfl^ 
echnitt K doppelt berühren, nach beliebiger Bichiung R parallele Durchs 
meeser 6G1 gezogen, so Uegen deren Endpuncle G und G^ in irgend 

CreUe*i Joarnal f. d. M. Bd.XXXVlf. Heftjt. 23 
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einem andern KegeUchniU&Ki^ welcher FFi zum Durchmeeeer kiU^ detr 
mit den Brennpuncten F und Fi zugleich reell öder imagmär hU Ihr 
diesem Durchmeeser FFi conjvgirte Durchm^ser G^.Gi in Ki^ ief der 
Richtung R parallel, nämlich er ist zugleich der Durchmesser GGg 4^- 
jenigen Kreises P, dessen Miltelpunct in M liegt, und somit ist er auch 
gleich der andern Axe l}J?i=== "iß des gegebenen Kegelschnitte K (1.)^ 
und mit derselben zugleich reell oder imaginär. Daher ist die Summe 
der Quadrate dieser conjvgirlen Durchmesser FFi und G^Gi con K^ 
gleich dem Quadrat der Axe AAx =^2a von JC/* Werden dieae corqiir 
girten Durchmesser von K^^ als solobe v durch 2/* und 2^ bemtchaet) «o ist 
f=2Y nnA g = ß, und da in iL /?*-f y^=Äa^ so ist auch^ wie behauptet^ 

Ferner: Djtr Kegelschtult Ki berührt den gegebenen K in denjenigen, zwei 
Puncten H und H^ , in welchen die ISortfiaten, auf K^ der Richtung R 
parallel sind, somit in den Endpuncten eines getneinsameh Durchmessers 
HHi=^2h^ Die diesem Durchmesser in beiden Kegelschnitten K und K^ 
coHfugirten Durchtnesset. LL ^^=^,21 und LiL^^!^ 2l\ fallen, also aufeinan^ 
der, und die Differenz ikress Quadrate ist gleich detn Quadrat der andern 
Axe RRi des gegebenen Kegelechnills K, Denn in Rficksicbr auf üCi ist 
h^^ll^f^f^^a^ wd Jn Bezug auf it ist A'^f /^.c^aH/^i folglich ist 

Wird die Richtung jR sa viel wie möglichvgieSnderi; so entsteht eine 
fiehaar Kegelschüitto i^i, oder abgekürzt S.Ki^ weiefteinagesammt folgende 
fiigensehafteii haben. 

f^Die S. Kl haben FFi zum gemeinsamen Durchmesser und sind 
daher unter sich und mt K con6entr.isüh% Die diesem Durchmesser can^ 
jugirten Durdkmesser &^G^'rin dar S.K^ sind zugleich dis^ gesammten 
Durchmesser desjenigen Kreises P, iveltker M zum Mittelpunct Aal, also 
alle gleich und auch gleich ihr andern Axe BBi desK. Daher ist für 
alle Kl die Suu^me der Quadrate conjugirter Durchmesser. eanstaiUf und 
zwar gleich dem Quadrat der fixirten Axe AAj,. des K (denn es ist 
^ -f;/^ = O* Der Aber der Axe AAi «= Äa ^ 0h Durchmessßr,. besehriebene 
Kreis M hat daher die Eigenschaft, dafs die aus irgend eifism Puncte m 
smnei Umfanges an. je einen /C^ gelegten Tangenten, allemal einen rechten 
Winkel bilden. Die jS^ K, haben den gegebenen Kegilschnilt K zusx ge^ 
mmnsamen JänpetoppCf n^nlißh jeder von jenen berührt diesen in den. End^ 
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jnmeUn eines ihnen gemeinsamen DtBrchmessers JSHi , und zwar in den-- 
jemgen Ihmcten, in welchen die Normalen der zugehörigen BicUung R 
paralM sind. Die diesem Durehmesser HHi in. dem jedesmaligen K^ und 
fh K confugirten Durehmesser LiLi^=ss2li und LL=^2l falten aufein^ 
ander, und die Differenz ihrer Quadrate ist constant, nämlich gleich dem 
Quadrat der andern Axe BB ^=^2 ß desK (oder P — l^ = ß', obeny -- 
yJLegt man aus irgend einem Punctep des gemeinsamen Durchmessers FF^^ 
oder dessen Verlängerung, an jeden K^ zwei Tangenten pg und pg^^ so 
liegen die BeHlhrungspuncte g und g^ sdmmtlich in einem der Kreise P, 
und die Berührungssehnen ggt sind Durchmesser desselben, und schnei^ 
den sich sbmit in einem Punct.'^ — ^Die S. K^ sind unter sich und im 
Allgemeinen auch mitK von gleicher Art, nur wennK eine Ellipse und 
X ausdrücklich die zweite oder kleine Axe derselben ist, sind die S.Ki 
anderer Art, nämlich Hyperbeln.'^ 

Gemärs einer frflhern Bemerkung (1. L) kann man den ersten Satz 
auch so aussprechen: 

jyWerden die Normalen eines ' Kegelschnitts K bis an eine seiner 
Axen X gezogen und um die Puncte^ in welchen sie diese treffen^ so 
herumbewegt, bis sie irgend einer gegebenen Richttmg R parallel sind, eo 
liegen ihre Endpuncte allemal in irgend einem andern Kegelschnitte K^^ 
welcher jenen ersten in den JEndpuncten eines ihnen gemeinsamen Durch- 
messers UHi berührt, und welcher allemal den Abstand FF^ der in der 
Axe X liegenden Brennpuncte des K von einander zum Durchmesser 
hol* U. s. w. 

3. Aas dem Vorhergehenden ergeben, sich durch Umkehrung fol- 
gende S&ize. 

yfZieht man in eincfn gegebenen Kegelschnitte K^ ein Sgstem parat» 
leU, Seinen GGi nach beliebiger Bichtung R, so liegen ihre Mitten P in 
einem Durchmesser FF^ =^^f desselben} und beschreibt man über den 
lehnen, als Durchmesser, Kreise P, so haben^ diese irgend einen he» 
stitn^äen andern Kegelschnitt K zur Enveloppe, und zwar berühren sie 
ihm doppelt, jeder in zwei Puncten C. Eine Axe AAi=:^2a des K fällt 
auf den Durchmesser FF^ und die ihr zugehörigen Brennpuncte fallen 
in dessen Endpuncte F und /<\, so dafs atsoFF,^ = 2/ die doppelte Ex- 
centricität des K und dieser mit K^ concentrisch iit Die andere Axe 
BBi = 2ß des K ist dem ^um JSgstem der Sehnen GG% gehörigen, und 

23* 
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dem Fh\ conjugirten, Durchmesser G^Gi=^2g des K^ gleich. Daher ist 
das Quadrat jener Axe AAi des K glnch der Summe der Quadrate der 
cof^girten Durchmesser FF^ und G^G^ des K^. Die aus einem Scheitel A 
der Axe AAi an Ki gelegten Tangenten A& und A&i bilden einen rech^ 
ten Winkel, und die Berührunqssehne (&®i gehört mit zum Sgslem Seh-^ 
nen GGi^ jtie ist der Durchmesser des Krümmungskreises, oder ihre Mitte 
ist der Krümmungsnnttelputict 21 des Kegelschnitts K in jenem Scheitet Ä 
(§. I. 2te Anflösiing). — Der Kegelschnitt K berührt den gegebenen K^ 
in den Endpuncten ünes ihnen gemeinsamen Durchmessers HU^^ und zwar 
in denjenigen Puncten H und U^^ in welchen die Normalen des K^ der 
Bichtung R und somit auch den Tangenten in F und Fi an Ki parallel 
sind. Daher sind die Brennpuncte F und Fi und die Berührungspuncle 
H und Hl des K zugleich auch die Berührungspuncle der Seiten eines 
dem Kl umschriebenen Rechlecks. Die dem Durchmesser HHi=z2h beiti- 
seitig conjugirten Durchmesser 21 und 2/i fallen aufeinander und es ist 

i^-n = /S* = /;' 

Wird die Richtung R so viel wie möglich geändert, so entsteht auf 
diese Weise, bei demselben gegebenen Kegelschnilte JK| eine Schaar Kegel- 
schnitte Kj oder i9. K^ welche folgende gemeinsame Eigenschaß haben« 

y^Die S. K haben mit Ki denselben Mittetpunct M. Alle K haben 
eine gleiche AxeAAi^ deren Quadrat der Summe der Quadrate je zweier 
conjugirter Durchmesser des Ki gleich ist; daher sind sdmmtliche Axen 
AAi Durchmesser eines Kreises M, welcher in Bezug auf Ki der Ort 
der Scheitel der ihm umschriebenen rechten Winkel ist. Die in den 
Axen AAi liegenden Brennpuncte F und Fi der S. K sind zugleich die 
Endpuncte je eines Durchmessers FFi des Ki , und somit ist Ki ihr geo-^ 
metrischer Ort. Der genannte Kreis M ist ferner für jeden Kegelschnitt K 
der Ort der Fufspuncte der aus seinen Brennpuncten F und Fi auf seine 
Tangenten gefällten Perpendikel.^' — „Die andern Axen BBi der S. K 
sind respective den einzelnen Durchmessern des Ki gleich, näintich je dem, 
der dem Durchmesser FFi conjugirt ist. Der Ort der Endpuncte dieser 
Axen BBi ist eine Curve dien Grades ♦)•" — j^Jeder Kegelschnitt K be^ 
rührt den gegebenen Ki in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen 



*) Die Gleichung der genannten Curve ist 
wobei a, b die Halbaxen des gegebenen Kegelschnitts K^^ sind. 
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Durchmessers HHi^ in welchen Endpuncten nämlich die Normalen der 
Jedesmaligen Richtung R parallel sind; die beiden Brennpunete F und Fi 
und die beiden Berührungspuncte H und Hi jedes K sind immer zugleich 
die Berührunffspuncie der zwei Paar Gegenseilen eines dem K^ wnschrie^ 
benen Rechtecks, und es giebt allemal einen zweiten K, welcher verwech^ 
seit H und H^ zu Brennpuncten und F und JF\ zu Berührungspuncten 
hat. Und urngekehrt: Die zwei Paar Berührungspuncte der Gegenseilen 
eines jeden detn K^ umschriebenen Rechtecks entsprechen in diesem Sinne 
zweien Kegelschnitten KJ*^ — v^^^ gemeinsame Enveloppe aller K be^ 
stelU aus zwei Theilen, aus dem gegebenen Kegelschnitte K^ und aus dem 
genannten Krnse Mf letzterer berührt jeden K in den Endpuncten Ä 
und Ai seiner Axe AAi.'' — y^Das dem K^ eingeschriebene Viereck, dessen 
Ecken in den Berührungspuncten eines umschriebenen Rechtecks liegen^ 
wie FHFiHi^ ist ein Parallelogramm, seine Seifen sind den Diagonalen 
des Rechtecks parallel, und von den sich anliegenden Seiten desselben ist 
die Summe oder der Untersc/äed constant, und zwar gleich der Diago- 
naie des Rechtecks, also FH'\'F^H=^AAj^:=2a, Die im vorstehenden 
Salze genannte besondere Sehne ®®i, Durchmesser des Krümmungen 
krdses Po i^ Scheitel A jedes K, berührt oder hat zur EfUfeloppe dnen 
bestimmten Kegelschnitt üfi, nämUeh die Polar figur des Kreises M in 
Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt jK|; dieser Kegelschnitt Mt hat 
ebenfalls M zum MittelpuncL Der Ort der Mitten der Sehnen ®&i 
oder der Krümmungsmittelpuncfe 91 aller K in ihren Axen^^ Scheiteln A 
(ciitiUi), ist eine Curve 4ten Chrades*')^ die M zum JHittelpunct tiiuf 
zudem die Eigenschaft hat, dafsje zwei Durchmesser derselben, SSli 
utkl %^fLn u>elche auf irgend zwei cos^ugirts Durchmesser FFi^ und 
G^Gi von Kl fallen, conslatUe Summe oder constanten Unterschied ha^ 
ben, und zwar dafe fLUg+^'^lHl — AA^ == 2a i^t, und dafs femer die 
Durchmesser Sl^'fly der Curve einzeln den Durchmessern ®®i der ge^ 
nannten Krümmungskreise Pq gleich sind^ Denn auf je zwei conju^rte 
Dorcbmesser FFi und G'^Gt des K^ (Fig. 4.) fallen immer die Diagonalen 
AAi und A^Ai eines umgeschriebenen Rechtecks AA^AiAj^^ und auch um- 
gekehrt, und dabei sind die Seiten des zugehörigen eingeschriebenen Parallelo- 

*) Die Gleichung dieser Curve ist 
wo a und b die Halbaxen des K^ sind. 
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gramtn9^@i®2®y (gleicbbedeatend mit dem geDanirten JSHFjIfi} deo Dia- 
gonalen des Rechtecks parallel, so dafs 3tllis^@@s und T9l==<^ii und 
somit m?li4-a''?li' = ®®3 + ®®ii=^J,==2« ist. Übrigens ist auch nach 

früherem (§.I. 2le Auflös.) Mt = ^ und ilfa" = -|-', und somit Ma+ilßl" 

a 

Es folgt ferner: 

„Die Tangenten jedes Kegelschnitts K schneiden atte den Kreis M; 
und umgekehrt: jede Sehne mn des Kreises M, die den gegebenen Kegeln 
schnitt Kl nicht schneidet, berührt irgend zwei bestimmte Kegelschnitle K, 
und zwar sind diese dadurch bestimmt, dafs die auf tUe Sehne, in deren 
Endfinncten m und n, errichteten Pürpendikel mm^ und nni den jKj m 
den zwei Paar Brennpuncten F und Fi derselben schnöden. Wenn ins^ 
besondere die Sehne mn den gegebenen Kegelschnitt Ki berührt, in einem 
Puncte H, so berühren ihn auch die Perpendikel mm^ und n/ii m einem 
Püncten-^Paar F und F^^ und alsdann fallen die zwei K in einen zu- 
sofnmen, welcher die Sehne mn und denKi in Jenem Puncte H zugUiek 
bermtt; efc)' 

Die S\ K sind im Atlgetneinen ttiit K^^ von gleicher Art} wenn 
jedoch Kl eine Hyperbel ist, so können die S. K sowohl Ellipsen ^b 
Ifyperbeln süin, so wie auch imagindr werdend — t^erhaupt tt*etmi brt 
den angegebenen Eigenschaften verschiedehe Mödificationen efn, wenn der ge- 
gebene Kegetschnilt JTi eine Parabel, oder eine besondere Hyperbel (gleicb- 
seitig, oder mit stumpfen Asymptoten winkd) ist. 

Aus der Bestimmungsart und aus den angegebenen EigensAhaflen dM 
dem ÜCi eingeschriebenen Parallelogramms FUF^Ui (oder (^®,<SJ2®3, Flg. 4;) 
geht hervor, dafe seine Winkel durch die respecliven Normalen (und Tan*- 
genlen) des K^ gehSlflet werden, so dafs daher, im iPalle l^i ^ine Ellipse ist^ 
sein Umfang ein Maximum sein tniifs ^) , was den interessanten Satz giebt : 

„Unt^ allen einer gegebenen Ellipse K^ eingeschriebenen Vier^ 
ettten hat dasjenige den gröfsten Umfang, dessen Ecken in den Berühr 
ruhgspuncten der Seiten eines der Ellipse umschriebenen Rechtecks liS^ 
gen; es giebt unendlich viele solche Vierecke, nämlich Jeder Punct der 



*) S. meine Abhandl.. im J^urnaksd/ss maihem. de Mr. lAouvillc, tome VI, oder 
im Jonrti. f. Maihem. Bd. 24 S.iöi von CreUe^ 
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Ettiff00 int Ecke eines solchen Viereeke^ dessen. Umfang ün Maximum ist: 
äier itUe.die^e ^röfsten Umfange smd.^nander gleich, und: zü>jar gleicA 
der doppelten Diagonale des genannten Rechtecks, oder gleicA der vier^ 
fachen Sehne, welche zwei Axen- Scheitel der Ellipse verbindet, also 
c= 4^(0* + *^) = ^^- -^'^^ *^^ Vierecke von gröfstem Umfange, dis 
sdmmttich Parallelogramme, sind zugleich einer bestimmten andern Ellipse 
Ml umgeschrieben, deren Axen 2aiy 2£| auf die gleichnamigen Axen 2 a, 
2 b der gegebenen Ellipse K^ fallen, und welche tmt letzterer confocal isU 
Ndmlichj zwischen den Axen beider Ellipsen finden folgende Größen-^ 
Relationen Statt: 



^ 

*. 



ä?-&J = a^-i^ 



tmd daraus 



und bi ±= 



4. ä^ = ai («i -f bi) und b^ = b^ (a^ -f- b^) j 

5. (^, + Ä,)^ = ^^+*^=^a^ 

7. ab t= (ax:f *i)y(/i,*J; elc/' 

Hierbei tviil icb noch, eines interessaDten Uotdlandes epwAbpen» A4» 
einem Satze nflmlich,, der w meiAeuUntersinohungen über MaximiuBi und Jti-* 
nimom gebort, Ififst sieb leicht dartbun, dafs die nämlicben genannten Vierecke 
(FJ^U^jETi oder ^®i&z(^0 ui Beziig auf die zweite Ellipse M^ zugleicb 
auch die Eigenscbaft haben, dafs sie unter allen ihr umschriebenen Vierecken 
den kleinsten Umfang haben, so dafs man mit dem vorstehenden zugleich^ den 
folgenden Satz bat: 

jJJnter allen einer gegebenen Ellipse M^ umschriebenen Vierecken 
hat dasfenige den .kleinsten Umfang, bei welchem die Normalen in den 
]^eaihru!ngspuncien seiner Seilen eine Raute Qgleichs^iiges Viereck} bildffn, 
ESsgiebt Mnendüch meU solche Vierecke, deren Umfang ein Minimum ist, 
jede Tangente der Ellipse ist Sdle eines derselben, aber der Umfang ist 
bei allen gifiith, und zwar gleich der doppelten Summe der Axen der 
ElSpee, fdsa «5 4iii-p4i,. Alle diese Vierecke^ Parallelogramme, sind 
zt^bäeh einet besüminten ändern Ellipse £^ eingeschrieben, und haben 
mter allen ihr eingesekriebenen Viertckm den gröfsten Umfang f ete:' 
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Für je zwei Ellipsen, deren gleichnamige Axen anfeinander liegen Und 
nach Gröfse den obigen Gleichungen (1.) nnd (2.) genügen, finden also 4ie 
angegebenen Eigenschaften Statt, nämlich: dars unendlich viele Parallelogramme 
der einen ein- und zugleich der andern sich umschreiben lassen, und dafs der 
Umfang derselben constant ist, und dafs dieser Umfang bei der ersten Ellipse 
ein Maximum, dagegen bei der andern ein Minimum ist, in Bezug auf alle 
andern Vierecke, welche jener ein- nnd dieser umgeschrieben sind. Auf je 
zwei conjugirte Durchmesser der innem Ellipse Mi fallen die Diagonalen J^Jf^i 
wn^UHi eines der genannten Parallelogramme, sie werden durch die tufsere 
Ellipse Kl begrenzt. 

Der Inhalt der verschiedenen Parallelogramme (FHFiH^ ist nicht con- 
stant, so wenig als der Inhalt der zugehörigen (der ElUpse Ki umschriebe- 
nen) Rechtecke, ,yViehnehr ist Jener ein Maximum oder ein Minimum, und 
dieser gleichzdtiy umgekehrt ein Minitnum oder ein Maximum, wenn die 
Seiten des Parallelogramms beziehlich den gleichen confugirten Durch- 
messern oder den Axen der Ellipse Ki parallel sind, oder wenn die Dia- 
gonalen des Rechtecks auf jene Durchmeeser oder auf diese Axen faUen.''^ 
Wird der Inhalt des Rechtecks durch R und der Inhalt des zugehörigen Paral- 
lelogramms durch P bezeichnet, so ist stets 

R.P = 8a'A^ = 8aMai'\-bi)\ 
also das Product der Inhalte constant. Werden ferner die Maxima der In- 
halte R und P durch jR;„ und P^, und die Minima durch R^ und P„ be* 
zeichnet > so hat man 

Ä^ = 2(ii^+*^) = 2(a,-f*,)% und Ä„ = 4a* = 4(a, + 40M*i)i 
P, = .^^ =4ii,6„ und P. = 2a* = 2(^,+*,)>/(a,*a); 

Rn.±Rn = 2(a±byi 

Pn.±Pn = 2(|/|l,±yV/M*i); elC- 

Über die der Ellipse Ki umgeschriebenen Rechtecke AÄ^AiAl und die 
zugehörigen eingeschriebenen Parallelogramme @®i®2®3 (oder FHt\Hi) 
will ich hier noch folgende Eigenschaften angeben. Man bezeichne die Brenn- 
puncte der Ellipse Ki durch B und iSi, und setze BBi=^2b. 

y^Die vier Ecken jedes der genannten Rechtecke liegen mit den 
beiden Brennpuncten B und Bi in einer gleichseiligen Hyperbel ^, welche 
mit der Ellipse Ki concentrisch ist, nOmlich AA^^ A^'Äl^ BBx zu Durchs 
messem und M zum Mittelpuncte half und ebenso liegen die Ecken des 
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Parallelogramms (^®t®^(B^ mit den Brennpuneten B und Bi in einer 
andern gleichseitigen Hyperbel ^^^ welche mit Sp den Durchmesser BB^ 
gemein hat, und also mit ihr und mit K^ concentrisch ist. Die Haupt-- 
axen 2 a und 2ai dieser beiden zusammengehörigen gleichseitigen Hyper^ 
beln ^ und ^i bilden einen constanlen Winkel von 4b^^ und zudem ist 
die Sufnme der Biquadrate dieser Axen constant, und zwar dem Biqua-- 
drate Jenes Durchmessers BBi oder 26 gleich^ oder 

a*+iil = b\ 
Die auf diese Weise bestimmten zwei Schaaren gleichseitige Hperbeln, 
S(^) und S{Spi)^ sind itn Ganzen nur eine und dieselbe Schaar, S(Sp^ ^i)^ 
und als solche einfach dadurch bestimmt^ dafs sie den reellen Durchs 
messer BBx gemein haben. Ihre Tangenten in den Scheiteln ihrer Haupt^ 
axen berühren sämmtlich diejenige , J^09 unter ihnen f welche die gröfsfe 
Axe^ nämlich den Durchmesser BBi zur Haupt axe hat. Daher liegen 
die flauptscheitel der S(^^^i) in einer Lemniscate, welche BB^ zur 
Axe und M zum Mittelpuncte haC In dem Gesagten ist somit auch der 
Satz enthalten : „Die Lemniscate hat die Eigenschaft^ dafs die Summe der 
Biquadrate Je zweier Durchmesser derselben, welche einen Winkel ron45^ 
einschÜefsenf constant, und zwar dem Biquadrat ihrer Axe gleich ist'' 

Durch Umkehrang folgt: 

y^Jede gleichseitige Hyperbel ^ (oder J^i), welche mit einer gege-^ 
benen EU&pse Ki concentrisch ist und durch deren Brennpuncte Bf B^ 
gehi^ schneidet dieselbe in den Ecken (®, ®n ®7r®3) irgend eines ihr ein^ 
geschriebenen Parallelogramms, oder in den Berührungspuncten der Seiten 
eines ihr umgeschriebenen Aechteeks.''- Oder: 

y,Die Schaar gleichseitige Hyperbeln S^ j welche einen nach Gröfse 
und Lage gegebenen Durchmesser BBi gemein haben , besitzen die Eigene 
schafi, dafs die Tangenten in ihren Hauptscheiteln sümmtlich eine und 
diesetbe und zwar dkfemge, J^, unter ihnen berühren, welche jenen Durchs 
messer zur Hauptaxe hat; dafs ihre Hauptscheitel in einer Lemmscate 
liegen, welche denseUen Durchmesser BB^ zur Axe hat, und dafs auch 
ihre Brennpuncte in einer Lemniscate liegen, etc.'' Und ferner: „Jeder 
mt den Hyperbeln concentrische Kreis M, dessen Durchmesser gröfser 
alsBBi^ schneidet jede derselben in den Ecken eines Rechtecks AAAjA^ 
und alle diese Rechtecke sind einer und derselben Ellipse £i, welche die 
Endpuncte B und Bi jenes Durchmessers zu Brennpuncten hat, umge-- 

Crelie*» Jonrntl f. d. M. Bd. XXXYU. Heft 7. 24 
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sehrieben und berühren sie in solchen 4 Puncten eteJ^ Oder: ,ffede Et^ 
lipse Ki^ welche die Endpuncte des Durchmessers BB^ zu Brennpunctms 
hat, sehneidet jede Hyperbel ^ in den Ecken eines Parallelogramms, alle 
diese ParaUelogramine haben glichen umfang und sind zugleich einer an^ 
dem Ellipse M^ umgeschrieben, welche mit jener concentrisch ist; u. s. w. — 

4. Die obige Betrachtung der beiden Kreisscbaaren F und Q (1. u. f.)^ 
welche einen gegebenen Kegelschnitt K doppelt berühren, ist übrigens nur 
ein besonderer Fall von der allgemeinen Betrachtung, wo der gegebene Ke- 
gelschnitt K von solchen beliebigen andern Kegelschnitten P und Q berührt 
werden soll, welche durch zwei gegebene Puncto a und b gehen« Denn 
unter dieser Bedingung finden bekanntlich gleicherweise 2wei Kegelschnitt« 
ScbaarenP und Q Statt, welche die Eigenschaft haben, dafs ihre Berfihrungs- 
sehnen ^^i und ZX^i mit K besieblich durch zwei feste Puncto p und y in 
der Geraden <i 6 gehen. Diese Puncto p und q sind auch dadurch bestimmt, 
dars sie sowohl su den gegebenen Puncten a und b, als auch zu den Schnitten 
s und t der Geraden ab und des Kegelschnitts K zugeordnete harmonische 
Puncte sind. In jenem speoiellen Falle nun, wo blofs verlangt wird, die 
Kegelschnitte P und Q sollen Kreise sein, werden durch diese Bedingung 
die Puncte n und b stillschweigend gesetzt, aber sie sind imaginär und lie- 
gen auf der unendlich entfernten Geraden ab der Ebene; dagegen bleiben 
die genannten festen Puncte // und q reell und liegen nach den Richtungen 
der Axen X und Y des Kegelschnitts K auf der unendlich entfernten Göra- 
den ab, so dafs die Berfihrungssebnen ^^i und CCi beziehlich diesen Axen 
parallel laufen. 

ö. Wollte man die obige Betrachtung in der Art umkehren, dafs man 
zwei beliebige Kreise M. und N ab gegeben annfihme und sodann die sflmmt- 
liehen Kegelschnitte X berflckdichtigte, welche dieselben doppelt berühren, so 
würde man zu neuen Resultaten gelangen, deren Entwiekelung hier zu weit 
führen würde. Aber auch diese Betrachtung wäre wiederum nur ein beson- 
derer Fall von de>-Jenigen, wo statt der gegebenen Kreise zwei beliebige Ke- 
getschnitte M. und N angenommen werden, und worüber ich das Nähere bei 
riner andern Gelegenheit mitzutbeilen mir vorbehalte. Hier ^vill ich mich auf 
folgende, darauf bezügliche Angaben beschranken. 

Die Aufgabe: 
y^ESnen Keg^hehniti K zu finden, Selchet jedem von drei gegebenen 
KegelschmttM M, N, O doppeli berührt;' 
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ist im AIIgemeinoD mehr ab bestimm^ mid nur unter gewissen beschrfinkenden 
BediDgnngen möglich. Diese Bedingungen lassen sich wie folgt nSher angeben. 

Ein Kegelschnitt hat unendlich viele Trippel zugeordnete harmonische 
Pole Xf y^ z und zugeordnete harmonische Gerade X, Yy Z. Je zwei (in 
derselben Ebene liegende) Kegelschnitte haben ein solches Trippel zugeord- 
nete harmonische Pole w^ y^ z und Gerade JT, Y^ Z gemein , und zwar sind 
jene die Ecken und diese die Seiten eines und desselben Dreiecks, oder sie 
haben drei Paar sich zugehörige Pole und Polaren x und X, y und Y^ z und 
Z gemein (AbhSng. geom. Gestalten $. 44. S. 165 n. 166). Ferner haben 
die. zwei Kegelschnitte drei Paar gemeinschaftliche Secanten x und jti, |^ und |^i, 
l und }i (reell oder imaginär) , welche sich beziehlich in jenen Polen x^ y, z 
schneiden. 

Nun seien a und A irgend eins der drei Paare sich zugehörige ge- 
meinschaftliche Pole und Polaren der gegebenen Kegelschnitte üf und JV; ein 
eben solches Paar seien b und B von den Kegelschnitten M und O, und ein 
gleiches Paar seien e und C von den Kegelschnitten N und O; ferner seien 
a und «1, ß und /9|, y und yi ^>® ^^ ^^^ Polen a^ h, c sich schneidenden 
gemeinschaftlichen Secanten der respectiven Kegelschnitte HH und N^ M und O, 
iV und O; und endlich seien A^^ B^, Ci die Seiten bc^ ac, ab des Drei- 
ecks abc, so wie Hi^ ^i, Cx die Ecken des Dreiseils J[0C* so sind die ge- 
nannten Bedingungen folgende: 

y^Die Dreiecke äbc und ABC (oder Hi^icO müseen perspeetimech 
sein, d. h. die drei Geraden aa^^ hb^^ ec^ durch ihre entsprechenden 
Ecken müssen sich in einem Puncfe treffen, oder^ was gleichbedeutend, 
die drei Schnittpuncte ihrer entsprechenden Seiten (A undA^^ B und Bi^ 
C und Ci) müseen in einer Geraden ließen; und femer müssen die Sri^ 
ten Bi und Ci zu den Secanten a und «i, so wie die Seifen Ai und Ci 
zu den Secanten ß und ßi^ und ebenso die Seilen 4i tniJ Bi zu. den 
Secanten y ^^^ Ti karmonisch #ejii/* 

Finden sich diese Bedingungen erfflUt, so giebt es einen Kegelschnitt J^ 
welcher die drei gegebenen Kegelschnitte M, N und O doppelt berahrt, und 
zwar sind dann die Seiten ^^ ^u ^i des Dreiecks abc zugleich seine Be- 
rflhrungssehnen mit den respectiven Kegelschnitten Mp JV, O; auch sind a 
und A, b und B, c und C drei Paar sich entsprechende Pole und Polaren 
in Bezug auf den Kegelschnitt K, und dieser ist durch dieselben bestimmt. 
Und umgekehrt: wenn ein Kegelschnitt K irgend drei andere Kegelschnitte 

24» 
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M, N, O doppelt berflhrt, so finden die genannten Eigenschaften Statt. — 
Larst man jeden der drei Kegelschnitte M, N, O entweder 1) in zwei Pancte 
oder 2) in zwei Gerade übergehen, so resoltiren aus den angegebenen Be- 
dingungen die bekannten PascaVschen und BriancAon'^sciken Sfitze über das 
einem Kegelschnitte K ein- oder umgeschriebene Sechseck. Ferner erhalt 
man andere specielle Sfitze, wenn von den drei Kegelschnitten M, N, O 
entweder 3) zwei in zwei Paar Puncto und der dritte in ein Paar Gerade, 
oder 4) einer in zwei Puncto und jeder der beiden übrigen in zwei Gerade 
übergeht. 

6. In Rücksicht auf blofs einfache Berührung der Kegelschnitte unter 
einander ist meines Wissens bis jetzt noch wenig geschehen. In filterer und 
selbst bis in die neueste Zeit hat man sich fast ausschliefslich nur mit dem 
sehr beschrfinkien Falle, mit dem Berührungsproblem bei Kreisen beschfiftigt, 
aber nicht mit den entsprechenden Aufgaben bei den allgemeinen Kegelschnitten. 
Die letztern. sind aber auch in der That ungleich schwieriger. Um diea zu 
zeigen, wird es genügen, hier nur die folgende Hauptaufgabe hervorzuheben, 
nfimlich 

jyEmen Kegelschnitt K zu finden, welcher irgend fünf gegebene Kt^ 

gelschnitte berührt.'' 

Beschrankt man sich darauf, nur die Anzahl der fraglichen Kegel- 
schnitte IC, nicht diese selbst zu finden, so Ififst sieh schon an gewissen spe- 
ciellen Füllen ermessen, dafs dieselbe bedeutend gröfser sein mufs, als bei 
dem Problem über die Kreise, wo bekanntlich drei gegebene Kreise von 8 
verschiedenen andern Kreisen berührt werden können. Dran z. B. schon für 
den Fall, wo jeder der fünf gegebenen Kegelschnitte aus zwei Geraden be- 
steht, giebtros 32 Kegelschnitte K, welche der Aufgabe genügen; und eben 
so viele giebt es, wenn jeder der gegebenen Kegelschnitte aus zwei Puiicten 
besteht. Und wenn femer von den fünf gegebenen Kegelschnitten drei ans 
drei Paar Geraden und zwei aus zwei PaarPoncten bestehen, so finden sdion 
128 Auflösungen Statt; und eben so viele finden Statt, wenn zwei der gege- 
benen Kegelschnitte aus zwei Paar Geraden und die drei übrigen aus drei 
Paar Puncten bestehen. Diese respectiven 32 und 128 Kegelschnitte K sind 
übrigens auch selbst leicht zu finden, und zwar auf elementarem Wege, wie 
aus meinem kleinen Buche *) zu ersehen ist. Hiernach wird man um so mehr 

*) Die geom. Constructionen ausgeführt mittelst der geraden Linie und eines festen 
Kreises. $. 20. S. 97 u. 99. Beriin 1833, bei F. Dflmmler. 
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eine hohe Zahl von L&sangeo sa gewArtigen haben, wenn die gegeiienen fflof 
KegelscImiUe beliebig sind*). 

Durch eine gewisse geometrische Betrachtung glaube ich nun gefunden 
zu haben: 

j^Dafe fünf beliebige gegebene KegeUehmUe im Altgemeinen (und 
Aöchetens) von 7776 andern Kegelschnitten K berührt werden.^' 
Mein Verfahren erhebt sich stufenweise bis zur vorgelegten Aufgabe. 
Nämlich zuerst stelle ich die Frage: 

„IFte üiele Kegehchnkte K giebt es, welche durch vier gegebene 
Puncte gehen und einen gegebenen KegeUchnitt berühren?''^ 
Hier ist leicht zu beweisen, dafs es im Allgemeinen 6 soldie Kegel- 
schnitte K giebt. Sodann ist die zweite Frage: 

^Wie viele KegelscAnilte K können durch drei gegebene Puncte ge^ 
hen und zwei gegebene Kegelschnitte berühren?'' 

Hier stellt sich heraus, dafs es £.6 = 36 solche KegebchniUe g^ebt. 
Und Mfird auf diese Weise fortgefahren, so gelangt man zuletzt zu 6^=: 7776 
Kegelschnitten K, welche der obigen Aufgabe entsprechen. 

Bemerkung. 
7. In Bezug auf den obigen Satz aber die der Ellipse ein- oder um- 
geschriebenen Vierecke von beziehlich grOfstem oder kleinstem Umfange ist 
zu bemeriien, dafs derselbe nur ein einzelner Fall eines umfassendem Satzes 
ist, welchen ich hier, nebst noch einigen andern SAtzen mittheilen will, die 
sflmmtlich ups meinen anderweitigen Untersuchungen Ober Maximum und Mi- 
nimum entnommen sind. 

„Einer gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele solche con" 
vexe n Ecke einschreiben, deren Umfang ein Maxumum ist, nämlich jeder 
Punct derElUpse ist Ecke eines solchen nEcks. Alle diesf nEcke sind 
zugleich eitler bestimmten andern ElKpee umgeschrieben, und in Back- 
sieht mif alle andern derselben umgeschriebenen convexen n Ecke ist ihr 
Umfang ein Minimum.'' Oder auch umgekehrt: 

y,Einer gegebenen EUipse lassen sich unendlich viele solche con- 
vexe nEcke umschreiben^ deren Umfang ein Minimum ist, ndmUch jede 

*^ Selbst bei den genannten besondeni Fällen lifst sich schon eine weit gröfsere 
Zahl Ton Lösungen nachweisen , als die angegebene, wenn bemerkt wird , dafs ein Kegel- 
schnitt JC einen andern, welcher 1) aas zwei Geraden oder 2) aus zwei Punoten be- 
steht, sdion berührt, wenn er nur 1) durch den Schnittpunct der Geraden geht, öder 
2) die durch die Puncte gezogene Gerade berährt 
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Tangente der Ettipn ist Seite eines solchen n Eckst und mllä diese n Ecke 
sind zugleich einer bestimmten andern Ellipse emgesehrieben und hohem 
unter allen ihr eingeschriebenen canvexen n Ecken den grasten umfang, 
und zwar haben alle denselben Umfang.''' 

Dieser Satz gilt nicht allein für die gewöhnliGhen n Ecke von nur einem 
Umlaufe, sondern eben so fflr diejenigen von 2, 3, 4^ • . . . n Umlaufen^ welche 
trotzdem ihre Seiten einander durchkreuzen, dennoch convei: sein können (so 
z. B. bilden die 5 Diagonalen eines regelroäfsigen Fänfecks ein convexes Fflnfeck 
von zwei Umläufen). NAmlich etwas allgemeiner gefafst bat man statt des 
vorstehenden Satzes den folgenden. 

yy Van irgend einem Puncte A eines gegebenen Kegelschnitts K 
gehe ein Lichtstrahl unter beliebigem Winkel a aus und treffe den Ke^ 
gelschnitt in einem zweiten Ptmcte B, werde hier van demselben reßectirt, 
oder (falls der re/lectirte Strahl den Kegelschnitt nicht frigHt) so ge^ 
brachen, dafs der gebrochene Strahl gerade die entgegengesetzUe Rich^ 
tung des reflectirten hat, eben so geschehe es in allen falj^ndeti PuncCen 
C, D, E, ...., in welchen der Lichtstrahl den KegelsehnMt trifft t so hß^ 
rührt der Lichtstralil fortwährend einen bestimmten andern Kegelschnitt 
ÜCi; und Idfst man sodann femer von einem beliebigen andern PüncteAi 
des ersten Kegelschnitts K einen neuen Lichtstrahl A^Bi so ausgehen, 
dafs er den zweiten Kegelschnitt K^ berührt, dann aber van dem ersten, 
eben so wie der erste Lichtstrahl, wiederholt reflectirt oder, gebrochen 
wird, so berührt er gleicherweise auch fortwährend den nämlichen zwei^ 
ten Kegelschnitt Ki.'' 

Bei diesem Satze findet je einer von zwei verschiedenen Fällen Statt, 

nflblich der Lichtstrahl kehrt entweder 

a) nach bestimmter Anzahl, u, Umlaufen in den Anfangspnnet il mrOck, oder 

b^ er kehrt nie (oder nur nach unendlich vielen Umlaufen) dahin turflok. 

Im ersten Falle (a) durchlauft der Lichtstrahl die Seite» eines ye* 

schlossenen Vielecks N, etwa von n Seiten und u Umlaufen« welches dem 

Kegelschnitte K ein- und zugleich dem Kegelschnitte Ki umgeschrieben ist; 

und dabei kehrt der Lichtstrahl unter gleichem Winkel a nach dem Anfangs«* 

puncte A zurOck, wie er von da ausgegangen ist, so dafs er bei forlgesetzter 

Bewegung das nämliche nEck N wiederholt beschreibt. Und in diesem Falle 

beschreibt dann ferner auch jener genannte zweite Lichtstraht AxBi , der von 

einem beliebigen andern Anfangspnncte Ai ausgebt, allemal ebenfalls ein ge* 
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sohlosseoeS) mit dem vorigen gleichnamiges^ Polygon A^i, d. b. yon glmcher 
Seitenzahl n und gleicher Umlaufszahl u. 

Ist nun der erste Kegelschnitt K eine EUtipsa und soll das Polygon IN 
canv€x sein 9 so ist dann auch der zweite Kegelschnitt /C| eine Ellipse ^ und 
alsdann haben die verschiedenen n Ecke Nf iV|, .... die oben* genannte Ei- 
genschaft: daff sie unier alten der Ellipse K ein^eechriebenen oder der 
MUlipse Kl umgeschriebenen gleichartigen n E^ken beziehlich den gröfs- 
ten oder kleinsten Vmfmig haben, und dafs sie unter sich gleichen Vm^ 
fang haben. 

Der Leitstrahl ans einem Brennpunct der Ellipse K nach Jeder Ecke 
des nEoksiV (oderiVi, ... •) theilt den zugehörigen Polygonwinkei in irgend 
zwei Theile x und y: wird die Summe der Cosinusse aller dieser Winkel- 
theile x, y mit der halben grofsen Axe der Ellipse K multiplicirt, so erhftlt 
man den Umfang ü des n Ecks; oder in Zeichen 

U =^ a.J£(co8X'\-cosy) = 2a.-2'[cos|(ar-f y).cosi(j?— y)]. 

In der oben citirten (3. Note) Abhandlung Ober Maximum und Mini- 
mum finden sich die Bedingungen angegeben^ unter denen der Umfang eines 
geradlinigen Polygons JN, welches einem beliebigen Curven- Polygon P oder 
einer einzelnen Curve P oder einem .andern gleichnamigen geradlinigen Po- 
lygon P eingeschrieben ist, ein Minimum oder ein Maximum wird. Den dor- 
tigen Sätzen sind die nachfolgenden zur Seite zu stellen. 

a. yyUfUer allen einem gegebenen (jeradlinigenj nEck N umge- 
schriebenen n Elchen kann der Umfang nur bei demjenigen, 2Vi, ein 
Minimum sein, welches die Eigenschaß hat, dafs in Betracht jeder Seite 
desselben das aus der in ihr liegenden Ecke des n Elcks N auf sie er-- 
richtete Perpendikel mit den beiden Strahlen, welche die an dieser Seite 
Hegenden Aufsenwinkel des n Eicks Ni hdlften, in einem Puncte zu-- 
sammentrift. 

Mag auch die Construction des i» Ecks Ni schwierig sein, so ist da- 
gegen^ wenn umgekehrt dasselbe als gegeben angenommen wird, alsdann das- 
jenige nEck N, welchem es mit kleinstem Umfange umgeschrieben ist, sehr 
leicht zn constriuren, wie aus dem Satze selbst erhellet. 

ß. yJJnter alten einem gegebenen Curven^Polygon P, oder einer 
einzelnen gegebenen Curve P umgeschriebenen geradlinigen PofygoneH Pi 
von gleicher Seitenzahl, kann ntir bei demjenigen der Umfang ein Mini- 
mum sein, welches die Eigenschaft hat, dafs in Betracht jeder Seite 
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demselben die Normale in i/irem Berührungapuncte mit den beiden Ge^ 
raden, welche die der Seite anliegendeti Aufsenwinkel des Potjfgans Pg 
hdlften, in irgend einem Puncte zusammentrifft.'' 

Diese beiden Sätze (a. und/?.) finden übrigens auf analoge Weise auch 
ffir die sphärischen Figuren Statt. 

För den specielien Fall, wo das umzuschreibende Polygon Pi nur ein 
Dreieck sein soU^ hat die angegebene Bedingung (/?•) zur Folge: yydafs die 
drei Normalen in den Beruhrungspuncten der Seiten des Dreiecks sich 
in einem und demselbeti Puncte treffen.'' Und in Räcksicht des ersten 
Satzes (a.) folgt ebenso: ^dafs die in den Ecken des Dreiecks N auf die 
Seiten des Dreiecks Ni errichteten drei Normaleti in einem Puncte zu-- 
samfnentreffen." 
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10. 

über die Factoren der alg*ebraisch lösbaren irre- 
duetibeln Gleichungen vom sechsten Grade und ihrer 

Resolventen^ 

(Von Herrn Dr. £• Luther, Privaldoceaten an der Universilai zo Königsberg.) 



Ifei der durch den Tilel bezeichneten Untersnchoog werden wir denselben 
Weg einschlagen, welcher in einem früher von uns mitgetbeilten Aufsalze 
„De criteriis, qnibus cognoscatur, an aeqqatio quinti gradns algebraice resolvi 
possif' verfolgt ist, um die Factoren der Resolventen einer algebraisch lös- 
baren irreducUbeln Gleichung vom fflnften Grade zu finden. Es wird aber 
nöthig sein, vorher die sfinuntlicben Sitze zusammenzustellen, auf welche sich 
die Untersuchung slfilzt. Dies wird in den fünf ersten Paragraphen geschehen. 

§. 1. 
Jede algebraische Function y von gegebenen GrOfsen x, x\ x^\ .... 
Ufst sich bekanntlich aus folgenden Gröfsen rational zusammensetzen: 



X» 


x\ 


'««' p • • • • 


}fp. 


n' 


)>^ .... 


^Pu 


%.: 








iP.", ... 


}'Pm* 


%:. 


}Pfi f • • • 



Die iimmtiicheti n sind Prinzahlen; die Gröfsen p unter den Wurzelzeichen 
beaeichnen rationale Functionen sammtlicher GrOfsen, oder einiger derselben, 
welche in den vorhergehenden horizontalen Reihen vorkomFiien, so dafs also die 
jR, p\ p'\ • > . • rationale Functionen vott x^ x\ x^\ . >. ^ .; die jeto pi^ Pi\ .... 

ntfbnale Functionen von x, x\ x!\ .... ]% ip\ ip'\ • • • • sind ; u. s. f. 

Offenbar Iflfst sich annehmen, dafs es unmöglich sei, nne der Wurzel- 
gröfsen durch eine ratioaale Function der fibrigen, weiche in derselben hori- 

CreU«*s lonrnal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3. 25 
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zontalen Reihe yorkommen, ond durch die Gröfsen In den vorhergehenden hori- 
zontalen Reihen auszodrficken: denn wäre es möglich, so könnte dieselbe, als nicht 
unnmgSnglich nöthig, bei der Biidnng des Ausdrucks von y weggelassen werden. 
Diejenigen Wurzelgröfsen in (1.), welche in den Gröfsen p der fol- 
genden horizontalen Reihen nicht vorkommen, nennen wir ävßtere Wurzel-- 
gröfsen. Nach dieser Definition ist leicht zu sehen: 

1) Dafs die sSmmtlichen Wurzelgröfsen der letzten horizontalen Reihe fiul^ere 
Wurzelgröfsen sind, dafs aber auch unter den Wurzelgröfsen der andern 
Reihen dufsere vorkommen können: 

2) Dafs diese äufsern Wurzelgröfsen nicht durch die Wurzelgröfsen in den 
folgenden horizontalen Reihen, also Oberhaupt nicht durch die übrigen 
Wurzelgröfsen rational ausgedrflckt werden können. 

Abel hat gezeigt, dafs sich jede algebraische f unctldn y von x^af^se ,... 
auf die Form 



bringen Iflfst, wo p" eine ftufsere Wurzelgröfse bezeichnet und ^o? 9« ^ 4^tf ••• ^, 

rationale Functionen von den übrigen zur Bildung der Function v nöthigen 

Wurzelgröfsen und von x^ a/^ a^\ .... sind. Er hat ferner gezeigte dafs 

in diesem Ausdrucke immer ^i = 1 g^emacht werden kann. Dies geschieht 

dadurch, dafs man 

4flp = 7t, 

oder wenn die Coöf&cienten qi bis q^^i der Null gleich sind, 
setzt. Alsdann erhalt der Aasdruck (2.) die Form 

wo A^z • . . • k„^i rationale FuncHonen von p, pi^ p2f.... q^^i bezeichnen. Ea 
ist aber einleuchtend; dafs, wenn qi oder q^ Sufsere Wurzelgröften enththeii, 
diese in der Form (8.) nicht als Sufsere Wurzelgröfsen erscheinen. Dadordl 
also, dafs man den Coefficienten^i oder q^ des A^isdrncks (2.) ^=1 nafcht^ 
wird die Anzahl der äufsern Wurzelgröfsen scheinbar verringert; anfser wenn 
qi oder q^ keine fiufsern Wurzelgröfsen enthalten. Dieser letzte Fall findet 

aber immer Statte wenn y nor ein« fiufsere Wurzelgröfse p^ enthalt. 
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Da- es fflr die vortte^^nde Untersttchuiig vera Widrigkeit ist, dafs man 
einer algebraischen Fanction immer diejenige Form gebe, veelche zuläfst, dars 
alle äufsern Wurzelgröfsen auch als äufsere auftreten, so sprechen wir fol- 
genden Satz aus: 

Eine algebraieche Function y von x, x\ x'\ . . • ., welche m äufnere 
Wurzelgröfsen enthält » kann immer auf die Form 

JL 2. w—i 

1 

gebracht werden^ wop" eine üufeere Wurzelgröfee ist und ^o, ^m ^2 ? • • • • y«-i 
rationale Functionen von Xf x\ x" und den übrigen Wurzelgröfsen be- 
ziSchfken, unter welchen m— 1 dufsere vorkommen. 

In dem besondem Falle wenn nt => 1 i^t, d. h. wenn die Function 
y nur eine dufsere Wurzelgröfse enthält ^ kann dieeelbe auf He Form 

gebracht werden, wo p" die einzige dufsere Wurzelgröfse bez^hnet und 
'/<M ^29 • • • * 9m^i rationale Functionen von x, x\ xf\.. .. und den übrigen 
Wurzelgröfsen sind. 

S. 3. 
füne GleifAung: 

n+ri/>*-f r,p" + rn^iP" =0, 

wo To, riv^29 •••• tr^^j p algebraische Functionen gegebener Gröfsen 

X. a/f xf\ n... sindt durch welche sich p" nickt rational ausdrücken l^st, 
kann nur bestehen ^ wenn die Gleichungen 

8taU finden. 

Dieser Salz ist von Abel im §. 2. seines Beweises der Unmöglicbkeit, 
algebraische Gleichungen höherer Grade allgemein zu lösen ^ aufgestellt und 
bewiesen (S. dieses Journal Bd. I. S. 65). 

Aus diesem Satze geht unmittelbar der folgende Satz von Abel hervor: 

DU Werthe , ^^ 

1 »— I 
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eines algebrawhen Auedmfikey, welche man erhält, wenn man der äufsern 

JL JL i. i 

Wurzelgröfise jF alle ihre Werlhe: fT, ap", .... a*"*;F* gieht, eindsOmmt^ 

lieh von einander verschieden. 

§. 4. 
Aas den beiden vorstehenden SStsen folgt: 
Jeder algebraische Ausdruck 

JL ^ 

JL -L JL « 

welcher m äufsere Wurzelgröfsen p\ />;»• /^«r «f ^« ^v«-»> enthält, hat 

wenigstens n.ii4.fi2> •^•tt^,.^) verschiedene Werthe. 

Der zweite Satz in §. 3. besagt, dab die Werthe 

r2 = yu+yicx/r i ....^«-ia'^>% 



1 i»~i 

r« = y« 4- yi«"~'/»' T — y— t «/^ " 



f 



des Ausdrucks y alle von einander verschieden sind. Da der Anädrodi y 
mehrere Sufsere Wurzelgröfsen enthalt, so mOssen wenigstens einige der Groben 

JL -i- 
7u9^i9 •••• 7ii*i Functionen der flnfsem WurzeigrOfsen p^t, p^^, ...* irdn. 

JL * . -1- 

Gtebt man daher der fiafsern Wurzelgröfse p^t irgend einen andern Werlh co|rj*i 

wo CO irgend eine imaginfire iii*' Wurzel der Einheit bezeichnet, so erbflit man 
folgendes neue System von Werthen: 

'y/ « •<.+ y,>-"' 4 . . . . ifUp^, 



-L üz! 

Aus dem zweiten Satze in §• 3. folgt urtmittelbar, dafs alle Werthe dieses 
Systems von einander verschieden sind, und zuj^eidi, dafa die Werthe dee 
einen Systems den correspondirenden Werihen des andern nicht gleich sein 
können« 
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Daher bleibt nur noch sa beweisen, dafr irgend ein Werth 

1 »—1 

des ersten Systems einem Werthe 

i 2zJ 

3. yo'+«i<^iV + - • • • ^^^LiP " 
des sweiten Systems nicht gleich, sei» kOnne. Seist man beide Werthe gleich, 
so findet sich 

i 
Da sich nnn j^ nicht rational dorch die Coöfficienten 

ansdrflcken lassen darf, well alsdann p^ zur Bildung des Ansdnicks y nicht 
noth wendig wfire, so mflssen, wenii die Gleichung (4.) bestehen soll, dieCoöf- 
fidenten einzeln der Nnll gleich sein. Es müssen demnach folgende Gleichun- 
gen Statt finden: 

6. «11^1 — «i^i' = 0, «5""*^— i~«r'yl^i == P. 

Die erste dieser Gleichungen kann nach $. 3. nur Statt haben, wenn y» 

keine Function der ftnfsem WurzelgrOfse p^i ist. Die fibrigen Gleichungen 
können, wie sich sogleich zeigen wird, nur bestehen, wenn die GrOfsen 
fi, ^21 • • • • f^M-i enl weder einzeln der Null gleich, oder in dem Falle wo 

iftc=ii, solche Functionen von pl sind, dafs weder p^^ noch pl^ zur BHdung 
des Ausdrucks y nöthig ist« 

Hieraus folgt, dafii die Gleichung (4.) nur allein in dem Falle möglich ist^ 

wenn y, der Annahme zuwider, w«der eine Fnniotion von pf'f noch ven p'jt isL 

Um zu beweisen, dafs die' Gleichungen (6.) nur dann bestehen können, 

wenn die Gröfsen ^i, ^29 • * • • ^n^i entweder einzeln der Null gleich, oder falls 

i. JL J. 

Hi^sszHf solche Functionen von /rr sind, dafs weder fiViioch ^rr, zur Bildung 

des Ausdrucks y nöthig ist, entwickele man dieselben nach den Potenzen von 

JL 
|i"i, laKbsm man setzt:' 
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•».-i 



i ■ f 
»1-1 



7^ l 92= kj + *i>r + . . . . <^i/i/» , 

wo die Grörsen A: rationale Fimcliomn von x^ stf^ a^^ .... nnd den tbrig en 

J- JL 

Wnrzelgröfsen sind, welclie aufser p^ nnd p'^i in y vorkomnien. Snbstituirt 

man diese Ausdrücke (7.) und die ans ilinen hervorgehenden 



»,-i 



in die Oleichiingen (6.) 9 so ergiebt steh 



»,-• 



a ; («J-«?)Äb^+ (ß5-^«;ai)A:t>r' +•••• «-«iäj^-^x^.p,'-* =o, 



»,-i 



•± 
Da fijfi sich nicht rational dorcii die Co^fficiqnten. dieser Gleichnngen aus* 

drOcken lassen darf, weil sonst p^ eine rationale Fimction der flbrigen Wnr-* 
selgröben in y wflre^ so mflssen, damit die Gleichungen (8«) hestehen kAnnfn, 
die CoSfficienten derselben einzeln der Null gleich sein. Wenn aber die sCmmt-* 
liehen 6o£fficienten der Null gleich sind, so mfissen entweder alle GrOfsen Ar 
einzeln der Null gleich sein, oder es mufs unter den Gröfiien 

/ («0— «1)5 («ü— CfiCü), • . . . («o — «iW'*"**), 
I («p — ctj), («?, — Cflw), .... (a?, — ceiai"«^*), 

wenigstens mm vorkommen, weiche der KuU gleich ist. Die erste verticale 
Reihe der Tafel (9.) kann, da n eine Primzahl ist, keine Grikfse enthalten, 
welche der Null gleich ist Kfime unter den übrigen Gröfsen der Tafel (9.) 
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eine Gröfse vor, welche der Null gleich wftre, so mOfste eine Gleichung 

ccj — afco"» = 
Statt finden, in welcher v irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, ... • n— 1 und v^ 
irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, . .. . fii-^l bezeichnet. Alsdann wAre aber 

1 = CO"*-"; 
welche Gleichung, da n und n^ Primzahlen sind und i^i<Ini ist, nie beste- 
hen kann, aufser in dem speciellen Falle 

iii = II. 
In dem allgemeinen Falle, wenn n^ nicht =ii ist, mfifsten also, wenn die 
Gleichungen (8.) bestehen sollten, alle Gröfsen k^ und folglich auch alle 
Gröfsen q^ einzeln der Null gleich sein. 

Wenn aber i»! = n ist, so bezeicihnet io eine der imaginären Uten 
Wurzeln der Einheit a, o% c?, .... a'*~'\ Alsdann sind unter den Gröfsen 
der Tafel (;9.) folgende: 

der Null gleich, und fofgUch ist in Jeder horizontalen Reihe der Tafel (9.) etne 
Gröfse der Null gleich. Da aber bekanntlich die Reihe 

01% co% w'% .... co^" »> 
alle n— 1 Wurzeln 

«Ö, CU% i»% .... CO**"* 

enthdt, so können in keiner vertiealeii Reihe der Tafel (9.) mehrere Gröfsen 
YoriLommen, welche der Null gleich sind. Es ergiebt sich demnach 

V 

4f2^=Kr^C oder, wenn 2v>w Ist, y,=:.5üm>^^- 
u. s. f. 

Bezeichnet man nun die Coefficienten von fil, pl, .. . . pi" in den Ausdrflchen 
von ^1, ^2) • • • • 7a>i resp. mit Ati, ^2, k^i^ so erhalt man 

qi — hpl, ^z^/hPi, .... Vn-i^/fn-^iPi" ; 

wo Ai, Atj, .... A„j.| rationale Functionen von x, x', x'\ und den Qbri- 

^en Wurzel gröfsen sind . die aufser p^ und ;/; m y vorkommen. Substitniren 
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wir die^e Ansdrfloke in den Auadnick für y: 

so erhalten wir 

i i. 

welcher Ansdrock von der Form ist, dafii die Wnrsel^orsen p" und pf bei 

der Bildung des Ausdrucks y durch «tit« Wurzelgröfse [pl^pY er^eUl wer- 
den können^ q. e. d. 

§. 5. 
In den $§• 3, und 4. des oben erwähnten Aufsalzes ^De criteriis, qui* 
bns etc/^ sind die beiden folgenden Satze bewiesen: 

1) Die Anzahl der Werthe eines algebraischen Ausdrucks ist immer 
ein Product aus den Exponenten gewisser Wurzelgröfsen, welche in ihm 
enthalten sind. Die Exponenten aller äufsem Wvrzetgröfsen müssen noth^ 
wendig unter den Fuctoren dieses Products vorkommen. 

2) fVenn einer Gleichung, deren Co€fficienten rationale B\inctio^ 
nen von x, x\ x^% .... sind, der Werth eines algebraischen Ausdrucks 
aus X, x\ itf\ .\.. genügt, so sind sämmtliche Werthe dieses Ausdrucks 
Wurzeln der Gleichung. 



Das bisher Gesagte möge als Einleitung zu der nun folgenden Unter- 
suehong angesehen werden. Aus demselben gdit unmittelbar hervor: 

1) Da& die Wurzeln einer algebraisch lösbaren irreductibeln Gleichung rem 
sechsten Grade die 'Mohs verschiedenen Werthe eines algebraischen Ausr 
drucks sein mflssen; und 

2) Dafs ein algebraischer Ausdruck., welcher sechs verschiedene Werthe hat, 
eine Quadrat- und eine Cubikwurzel enthalten mufs, von denen wenig- 
stens eine eine fiufsere Wurzelgrö&e ist. 

Es kann demnach ein solcher Ausdruck drei verschiedene Formen *) 
annehmen, je nachdeta die Cufsere Wurzel die Quadratwurzel oder dieCubik- 

*) Diese drei verschiedenen Formen sind drei verschiedene Hanptformen. Jede dieser 
Hauptformen zerfallt in zwei Nebenformen, je nachdem nur die nothwendige Quadrat- und 
Cobilcwm^el in dem Ausdrucke vorkommen, oder noch eine Quadratwurzel darin enthalten 
ist. Dafs in einem Ausdrucke von sechs Werthen nur diese Wurzelgrfifsen vötkomaMi 
können , ist leicht zu sehen. Wir werden in den Anmerkungen die erwähnte, nicht un* 
bedingt nothwendige Quadratwurzel die mögliche Quadratwurzel nennen. 
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wnnel ist, oiler endlich beide Wurzeln Knfsere Wun^grftlken sind. Jeder 
dieier drei Fllle erfordert eine besondere ünteraaebung. 

%. 6. 

Es sei y ein algebraischer Aosdruclc ans », ^*^'» -^"^ welcher 
sechs yerscfaiedene Werthe hat und eine Quadratwurzel als einzige anfsere 
Wonelgröfse enthAlt. Die sechs Werthe Yon y seien: 



10. 



ly« == qJ—p'K 



WD founip idgebraipehe Fonetionen von se,x'j 9f\.^.. sind 1lnd^o^ %^\ p\ ff' 
die Werthe von fo ^nd /? beseichnen, welche man erhidt^ wenn man der in 
ihnen voriiommenden Cnblkwurzel ihre andern Werthe giebt. 

Die Groben 9b, p enthalten anber dernothwendigen Cnbikwnnei mOg- 
lieherweiae noch andere WurzelgrOben, Einer pder mehrere der in ihnen vor- 
kommenden Wnrzelgröfeen liann ein anderer Werth gegeben werden , so dafs 
sich ans den Werthen (1(X) der Reihe noch die folgenden sechs Werthe des 
Ausdrucks y ergeben: 

(?«' - P% 

Da aber der Ausdruck y nur sechs verschiedene. Werthe hat^ eo mBssen die 
sechs vorstehenden Werthe ndt den Werlhen (10.) y* in irgend einer Ordnung 
genommen, flbereinstimmen. E}s mufii demnach eiike Gleichung 

Statt finden, wo ^ eine der Grttben 9uv^^ f«^ nnd jfi^ die correspondirende 
der Grftben p, p\ p^ bezeichnet und /^o ^ine xweite Wnrxel der Einheit vorstellt. 
Aus dieser Gleichung folgt: 

Grelle*« ieuial £. d. ML Bd. XXXVU. Heft 8. 26 
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Da nun p^""^^ nicht nlional dnroh 9};% p^j Q,, nnd P sich ausdrflcken lassen 
darf, so inufs nach dem ersten Salz in §.d. der CoSfficient von p^^^^ der Nnll 
gleich sein: also ist 

mithin erhalten wir: 






und fol^ch ist, wenn 

auch 

Auf dieselbe Weise wie die Gfleichung (lli) lassen sich auch die Gleichungen 

discutiren. Demnach ist leicht za sehWn^'dafs man fölgetidas System vda 
Gleichungen erhftit: 

^'^P'i ^ i^^^ß,r^'^K 

wo t?. ^.^ »S^* "»«> tT. 1\'\ ^^ 'WP«*«. fl'o. y«'» 9" "«"» f.» yA y»" in 
irgend einer Ordnung genommen bezeichne^ und /9o9 ßi^ ßi zweite Wurzeln 
der Einheit yorstellen. Aus diesen 61eichnif|en ergiebt sich mit einiger Über- 
legung Folgendes. 

Die Gröfsm 

Q, Q: Q: P P' P' 
[können der Rdhe nach die folgenden Werthe mmetunenx 

\2. 



9<l 


y«' 


Iftt 


P 


P' 


P" 


9J 


f^' 


«;. 
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fo 


y,; 
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P' 
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fo* 


fi» 


P" 


P' 
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Vo 
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P' 
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f *\ 



*) Die drei letzten Reihen von Werihen für Q^^ Q^\ 0/, P, P\ P^ rOhren von 
der mdglidien Quadratwurtel her. 



13. 
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Ferner körnten, wenn . . P P' P" 

tKe Werthe p p' p" 

luAen, die Quairatwurzeln P* P'* P"^ 
der Rahe nach tKe folgenden Werthe annehmen: 

+f»' +P'' +/'* 

-P' +f'» +P"» 

+P» -/?'♦ +F"» 

+P* +P'» -P"» 
— pt _^'* — p"J 

+,»» -K» -p"» 
_|,» ^p'» _^"* 

14. y^-Ay*-\-By*^Cy'-{-Df-'Ey-\-F=0 
sei eine algebndgeh^lösbare, irreductible Crleichung, deren Coftfficienten rationale 

Fonctiooen der GrAfsen x, a^, x", sind. Die Wurzelfe dieser Gleichung 

sden die sechs Werthe 

yi = fo rf p», 

/♦ =^ fb -P% 

y, ^ <-/'* 

eines algebraischen Ansdruc^^s aus x, j>\ x*\ ...«, welcker eine Quadrat- 
woriel als einijge Aafsere Woraelgröfse hat^ Giebt oipm iilsdann denFnnctio- 
nen ^y, 9oS 9o'^ ;?i f^^ f''' nach der Tabelle (12,) alle Werthe, deren sie fähig 
sind, so ist einleuchtend ^ dafs die Wurzeln der Gleichung (14.) auf folgende 
Weise: 



Yi 


Yi 


Y3 


Y* 


Yi 


Yi 


r» 


Yi 


Yi 


Yt 


ye 


Y* 


rs 


Yi 


Yi 


r» 


Y* 


y» 


Yi 


r» 


Y2 


Y* 


yb 


y» 


Yi 


Yt 


Yt 


y« 


y» 


y« 


Yi 


Yi 


Yi 


r« 


Y* 


ye 



in «nander flbergehen. Giebt man ferner den Wurselgröfisen p*, p'*, p"^ alle 
Werthe nach der Tabelle (Id.)) so <9l ersichtlich, dafs die Wurzeln auf fol- 

26* . 
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gende Weise: 



yi 


y» 


ya 


y« 


ya 


y« 


r* 


y* 


y» 


yi 


y5 


y« 


n 


ys 


yj 


y4 


y» 


ya 


yi 


y* 


y« 


y« 


y» 


ys 


y* 


ys 


ya 


yi 


ya 


ys 


yt 


r» 


y« 


y» 


y« 


y» 


y* 


yi 


ye 


yi 


y» 


y« 


r« 


r« 


ys 


yi 


y» 


ye 



in einander übergehen. Hieraus folgt: 

Wenn die Wurzeln der Gleichung (iA.') die durch die Gleichun» 
gen (15.) angegebene Farm haben , so kann Jede rationale Function der 
Wurzeln y^, yji Ts^ >49 y$^ Xe^ welche für die 48 Versetzungen 



/ 123456 


423156 


153426 


126453 


231564 


531264 


261534 


234561 


312645 


612345 


342615 


315642 


132465 


432165 


162435 


135462 


321654 


621354 


851624 


334651 


213546 


513246 


243516 


216543 


16. < 








\ 456123 


156423 


426153 


453126 


J 564231 


264531 


534261 


561234 


1645312 


345612 


615342 


642315 


f 465132 


165432 


435162 


462135 


\ 654321 


354621 


624351 


651324 


\ 546213 


246513 


516243 


543216 


un^eändert bleibt^ nur einen Wetth haAen, mvfs a!$o ehe raHomde 


Fuiietwn der Gröfeen x^ ■. 


J, f X f .... 

S. 8. 


sein. 




Man setze: 










yi+y« =* 


F„ 






yi-^-yi = 


r., 






yz^-y* «» 


r,. 




Ferner setze man: 
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moy und )^ die imaginfiren dritten Wurzeln dwEiniieit bezeichnen. Alsdann ist 

eine der Wnraeln der Resolventen des hugrange vom 15ten Grade (S. Tratte 
de kl r^olntion des eqoations nainöriqaes per Lagrange. Note xiil). 
Es ist aber 

+ 9{yiy4(yi+r4)+y2r5(yi+r5)+y3y6(r3+y6)} 

welcher Ausdruck für die 48 Versetzungen (16.) ungeändert bleibt. Setzt man 
in denselben fflr die Wurzeln /t, y%^ y^^ y^^ y^i y^ die Ansdräc^e (Id.)? so 
erhift man zuFoige des vorhergehenden Paragraphs, eine rationale Function der 
GrAben x^ j/, z^, .... Wir beben also folgendes Resultat gewonnen : 

Wenn die Wurzeln eiiur algebraisch'' lösbaren, irreductibeln 
Gleiehunff vom sechsten Grade j deren Coeffieienten rationale tSmctionen 
von Xf x^f x'' sindf eine Quadratwurzel als ansage äufsere Wurzelgröfse 
enthalten p so hat die Resolvente des Lagrange vom 16len Grade einen in 
Bezug auf x, x\ x^\ . ... rationalen Factor vom ersten Grade. 

§. 9. 

y'—^iY+v^ = 0, 
y^-tky^-vt = 0, 

seien die drei Faetoren der Gleichung (14.)) von denen der erste die Wür- 
zen 7*19 >4, der zweite die Wurzebi y^^ y^^ der dritte die Wurzeln y^^ y^ 
hat Alsdann sind die Cofifficienten Ui ti^^ «, und t^i, o,, v^ die Wurzeln 
der zwei Gldchungen 

"• \t?-R,v'\S,v-T,=^ 0, 
deren Coeffieienten folgende Funcüonen von den Wurzeln der Gleichung (14.) 
sind: 

Ä=yi+yi+y*+y4+y*+y*5 

fi^«=yiy^+yiy3+yiyÄ+yiy6+y2y3+riy*+y2y«+y3y4+y3y5+y4^^ 

+y4ye+y5ys5 
r^yi3^)^+yiy<r«+ny3yb+yiy»ys+y»y3n+y2y4y6+y3y4y5+y4y5ye, 
Ät«yiy4+y«y5+ysy6» 
Äi=yiyiy4y»+yiy3y4y6+yay3y5y6, 
rt=yiy«y3y4y4y4- 
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Aqs diesen GMcbuDgen ist ersichtlicb^ dirTs 

n==^ A und T, = P 
ist und dafs die flbrigen Coefflcienien 8, T, H^, S^ solche Fonctionen von 
Yi^ Yi-i ^31 >49 ysi Xe ^***^^ welche fOr die 48 Versetzungen (16.) nngelnderl 
bleiben. Mithin sind die sfimmüicben Cogfficienten der Gleichongen (17.) ra* 
tionale Functionen yoA x, x\ x^\ .... und es ist demnach folgender Safs^ 
bewiesen : 

Eine algebraisch -- lösbar e^ irreductible Gleichung vom sec/isfen Grade, 
deren Coiffidenten rationale Functionen von x, x\ x'\ .... sind und 
deren Wurzeln eine Quadratwurzel als einzige äufsere Wurzelgröfse 
enthalten f läfst sich immer in drei Factor en vom zweiten Grade zerlegen, 
deren Coefficienten Wurzeln von Gleichungen dritten Grades sini, iße ra-^ 
tionale Functionen von x, x\ x'\ ... . zu Coefficienten haben. 

$. 10, 
Es sei jetzt y ein algebcaiscfaer Ausdruck aus x, x', x'\ • • • «r welcher 
sechs verschiedene Werthe hat und eine Cubikwnrzel als einzige aufsere War- 
zelgröfse enthält. Die sechs Werthe von y seien: 

[Xi == 9«+ P*+ V^P^f 

18. )y^ =^ ^^/P^+M^P^^ 

\ r. = ^r+ pH ¥«>'*• 

wo 7o9 ^2 and p algebraische Functionen von x, j/; x", . . . . sind und 
9oS 9?'? p' die Werthe von q^ii q^^ p bezeichnen, welche ipan ei;bfllt) wenn 
mau der in ihnen vorkommenden nolhwendigen Quadratwurzel ihren andern 
Werth giebt. y stellt eine der imaginären dritten Wurzeln 4cr Einheit vor. 

Die Grdfsen ^o? ^29 P enthalten aufser der nothwendig^n Quadratwnnel 
möglicherweise noch andere Wurzelgröfsen. Einer oder mehreren der in 
ihnen vorkommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Wertli gegeben wwdtn, 
so dafs man aus den Werthen (18.) der Reihe nach die feigenden sechs Werthe 
des Ausdrucks y erhilt: 



<?of PH Q^P^> 

ft'+yP'Hy'ft'i"*, 

Da aber der Audrock y nnr sechs verscbiedene Werlhe hat/ so mflssen die 
sechs vorstehenden Werlhe mit den Wertben (18.) , in irgend einer Ordnung 
genommen, abereinstimmen. 

Bei dieser Gleichsetznng sind i^wei wesentlich verschiedene Falle su 
imterscheidea. In dem ersten FaUe werden die drei AusdrOcke, in denen V 
vorkommt, dreien Ausdrflcken gleichgesetzt, die entweder allo/^, odeV alle p 
enthalten; in dem zweiten Falle findet rieh fn diesen Ansdrflcken sowohl p^ als p\ 
In lieiden FAlIen knUssen aber nnter den drei Ausdrucken twei vorkommen, die 
entweder beide p^ oder beide p' enthalten. Es komme p doppelt vor/ Als- 
dann finden die zwei Gleichungen 

Statt, wo sowohl d and t, als d' vnd e', zwei von einander yerscbiedene dritte 
Wwseln d^ Einheit bezeichnen. Eliminirt man ans diesen GIdchnngen Q^t^^ so 
«iglebt «Ich eine Gleichung von der Form 

20. Pi = r^i-nr^-^-r.pK 
wo To, Ti, r, rationale Fnnctiofien tob Q„y ^, q^ bezeichnen, uiid hieraus 

P = <■«+/,;»*+ '»!»*> 

wo Alf ^M ^ ntionale Fanclionen von f^, Ti^r^^ p, a6o auch von Qaf ti«^ Vn p 
aiad. Da aber p^ nicht rational durch Qo^ fn^ ^i^ p, P aich ausdrOckea lassen 
darf, so mflssen nach dem ersten Satze in $« 3. die Gleicfaongen 

//Lfe und /j=t) 
Statt luden. Hithin ist auch 



]9Msk.,4er,GMobiing (20) ist aber: 

fpi = y^r»-\-r''rtp^-\-yr,p^i 
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also folgt 

Es darf aber p^ nicht rational dorch Vo^ ri, r«, /? sich ansdrOcken lassen; 
also mttssen die CoSf&cienten 

(y'-l)ro, {f-r)r,. {r-f)r, 
einzeln der Null ^eich sein. Unter den. AusdrQcken j^— 1» 7^—/^ Y" ~7^ 
kann aber, da 3 eine Primzahl ist^ nur allein der Ausdruck y^'^Y^ der Null gleich 
sein. Es mflssen mithin zwei der Functionen r^y r^^ r, gleich Null sein. Hieraus 
folgt, mit Berficksichtigung der Gleichung (20.) » dafs eine der Gleichungen: 

Stattfinden mufr. Die erste derselben kann nicht bestehen, daP^ nidit rational 
durch 9o, ^09 ^^ sich ausdrücken lassen darf. Es muft mithin 

P^ = rip*ö eder == r,p* 
sein. Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (i^Oi *^ t^AX man 
entweder 

Aus diesen Gleichangen folgt, da naeh dem ersten Satze in §. 8. die Ch;ftft«n 
in den Klammern einzeln der Null gleieh sein mflssen, entweder 

•3-"=T' (?o = yo» <?«=T.ya. ^—-J-V* 

oder 

f = f, 0.=^.,,, 0.=^. jx^l-V, 

und hieraus 
oder 

In beiden FfiDen ergiebt rieb 

wo C die von ^ und «, t' die von J' und / verschiedene drftt« W^txl der 
Einbeit isL 
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Hieraus folgt, dafs von den beiden zuerst aufgestellten Fällen nur der 
erste möglich ist, dafs also die drei Ausdrücke, in denen P vorkommt, nur 
dreien Ausdrflcken (18.) gleich gesetzt werden können, die alle entweder p, 
oder alle p' enthalten. 

Demnach ist leicht zu sehen, dafs wir folgendes System von Gleichungen 
erhalten werden: 

ft+ P*+ ftP* = <Hy«p<"'*+y?.yiV"'*, 

Oo+r'P* 4- Y ftP* = ^+^f ^''^ + ri^'^p'^'K 
Oo'+ 1"*+ ft'i^* = C+y3P">* + j^.#p^*^^ 

wo entweder 9,^^ .^'\ p^" respeclive yo, y», p» und ^^\ ^i'>, p^"' respective 
^0', 92'j p' oder umgekehrt bezeichnen, und y^^ y^^ y^^ so wie ^3^ y^, /, die 
dritten Wurzeln der Einheit sind. 

Aus diesen Gleichnagen ergiebtsich durch einige Oberiegung Folgendes: 

(DU Cfröfsen (?, Q,' P P' («P* ft'^P« 

können d$r RMe uaeh die folgenden Werthe annehmen: 

1t 1* P P* ^P* I^'^P'^ 

90 qo P' P' f»";»'» ^p' 

21 ^ I0 f. 75f* P' P qz'p" 

99 qo ya^p" p p' 4ip* 

9» qo p fi'p'^ fiP" p' 

fo 90 p' <t%p'' 92'p" p 

9« 90 qif^ ii^p"^ p p' 

9o' <!• y»>'* <^p* p' p*y 



•) Die sedM letxten Reihen ronWerthen förß,, 0,', P, P', QJP», Q^'ip* rflh- 
ren von der mögüchen Ooadratwanel her. 
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Ferner können ^ wenn 
die Werthe 
i hohen f die Cubikwurzeln 



22. 
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yp'i 


ypi 


YP" 


yy 
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fp'i 



§. 11. 

23. f-^A,f^B,r*-C,y^-\-D,f-E,y+F, = 
sei eine algebraisch -lösbare, irreducUble Gleichang, deren CoSflGcienten rationale 
Functionen der Gröfsen x, x', x", .... sind. Die Wnrzeln dieser Gleichung 
seien die sechs Werthe 

ri = ^0+ P*+ I^P^^ 



24. 



iy« = ^o'+ p'H 



9^'p% 



yo = y„'+/p'*+ yy^y* 

eines algebraischen Ansdrucks aus x, a/, x*', .«.., welcher eine Cnbikwnrzel 
als einzige äufsere WnrzelgrOfse hat. Giebt man alsdann den Functionen q^^^ q^l^ 
Pf p'f 92 p\ 92^ P^ ^^^ der Tafel (21.) alle Werthe , deren sie fShig sind, so 
ist einleuchtend, dafs die Wurzeln der Gleichung (23.) auf folgende Weise: 

Yt Yi rs r* Ys Yt 
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in einander übergeben. Giebt man ferner den Warzelgröfsen p\ p'^ alle Werthe 
nacb der Tafel (22.)) so ist es ersichtlich, dafs die Wurzeln auf folgende Weise : 

yi y2 ra y* ys yc 
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in einander übergehen. Hieraus folgt: 

Wenn die Wurzeln der Gleichung (23.) die durch die Gleichun-^ 
gen (24.) angegebene Form haben ^ so kann jede rationale Function der 
Wurzeln y\^ j-j? yz^ y*^ ys^ yei welche für die 72 Versetzungen: 



25. 
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132456 


123465 


132465 


231456 


213456 


231465 


213465 
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321456 


312465 


321465 


123564 


132564 


123546 


132546 
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213564 


231546 


213546 
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321546 


123645 
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456123 


456132 


465123 
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456231 


456213 
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465213 
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564132 
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ungeändert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale 
I\tnction der Gröfsen x, x', x'\ .... sein. 

27» 
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§. 12. 

Man setze 

Alsdaon ist 

eine der Wurzeln der Resolvenlen des Lagrange vom lOten Grade (S. Traite 
de la resolalion des equalions numeriques par Lagrange. Note xin.). 
Es ist aber 

— 2{riy44rirs+rir«-f y»r4+ra.n-|-rt.r64-r3r*+rir5 frsre}^ 

welcher Ausdruck fQr die 72 Versetzungen (25.) ungeänderl bleibt. Setzt man 
in denselben für die Wurzeln >!, yt^ y^^ y«, ^s, y^ die Ausdrücke (24.)« 
so erhält man gemärs dem vorhergehenden Paragraphen eine rationale Function 

der GrOfsen x, a^, x", Es ist also folgendes Resultat gewonnen: 

Wenn die Wurzeln einer al^eb ratsch -^iöekaren, irreduotibeln Gleichung 
vom sechsten Grade, deren CoSfficienten rationale Functionen von x, x\ 
sd\ .... Andy eine Cubikiourzel als einzige äufsere Wurzelgröfse ent- 
halten, so hat die Resolvente des Lagrange vom iOten Grade einen in 
Bezug auf x, x', x", .... rationiden Factor vom ersten Grade. 

§. 13. 

y*~tt,/-f »!> —IT, = 0, 

seien die zwei Facloren der Gleichung (23.)) von denen der erste die Wurzeln 
>*ii yt-, ^3» der zweite die Wurzeln y«, y,, y^ hat Alsdann sind die Coef- 
flcienten t/j, Vj; Td Vt und tCj, Wt die Wurzeln dreier Gleichungen: 

26. t«»-l7«+F = 0, e» -£/>-!- F, = 0, u»»— ü,m>+F,:=0, 
deren Coefficienten die folgenden Functionen von den Wurzeln der Glei- 
chung (23.) sind: 

V = yty4-|-yiy5+yirD+y2y4+yir5+yty«+y3y4+yjr5-hy,y«, 

Ut = y,y2+yiyi+yayj+y4y6+y4y6+y»y6, 

Vi = yiy»y4y5+yiy2y4y64-yiy»y»y«+yiy3y4y»+yiy3y4yo+yiyjysye 

+yiyiy4y5 +y2yjy4y6+y2y,y.y6, 
17»— yiy7yi'\-y*yiyt, 

^2— yiy2yjy4y.ye. 
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Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafs 

Ü=A, und V2 = F, 
ist und dafs die übrigen CoefGcienten V, ü^y F^, CT, solche Functionen von 
Tti yai Yz^ Y\^ Xsy Ye sind, welche für die 72 Versetzungen (25.) unge- 
ändert bleiben. Mithin sind die sämmtlichen CoSf&cienten der Gleichungen (26.) 
rationale Functionen von x, x\ x^\ ...., und es ist demnach der folgende 
Satz bewiesen: 

E&nt algebraisch- lösbar e^ irreduclible Gleichung vom sechsten Grade, 
deren Coefficienten rationale Functionen ton x^ x\ x^', .... sind und 
deren Wurzeln eine Cubikwvrzel als einzige äufsere Wurzelgröfse ent-- 
halten, Idfst sich immer in zwei Vactoren vom dritten Grade zerlegen, 
deren Coäfficienten Wurzeln von Gleichungen zweiten Grades sind, die 
rationale Functionen von x, x\ x*\ • • . . zu Coefficienten haben. 

§. 14. 
Es sei endlich y ein algebraischer Ausdruck aus x, x\ x", , wel- 
cher sechs verschiedene Wertbe hat und zwei äufsere Wurzelgröfsen enthält. 
Alsdann kann y nach §• 2. immer, wenn man die beiden äufsern Wurzel- 
gröfsen durch p^ und n^ bezeichnet, sowohl auf die Form 

als auch auf die Form 

gebracht werden. 

Für die erste Form seien die sechs verschiedenen Wertbe von / folgende: 

74 = ^p — 9iP^ 

wo ^0 9 ^1 algebraische Functionen von x, x\ x^' sind, von denen jede oder 
eine die äufsere Gubikwurzel n^ enthält, und q^^ qo\ q\ ^i die Wertbe von 
^0 und qi bezeichnen, welche man erhält, wenn nian der Wurzel jr^ ihre an- 
dern Werlhe giebt. Die Gröfsen ^o? ^19 P enthalten aufser der Gubikwurzel 7^ 
möglicherweise noch andere Wurzelgröfsen. Einer oder mehreren der in ihnen 
vorkommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so 



28. 
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dafs man ans den Werlhen (27.) der Reihe nach die folgenden sechs Wertbe 

des Ausdrucks y erhält: 

0/ +(?;/»», 

Q^'-Ql'P^y 

welche mit den Werthen (27.), in irgend einer Ordnung genommen, überein- 
stimmen müssen. 

Für die zweite Form Folgendes die 6 verschiedenen Werthe von y: 

'*^- ^ y, = Äi,'+ k^n^J^ k,'nl 
y, = Ar.;+ rk,'ni-\-fk,'ni, 

wo Ato, Ati, A:] algebraische Functionen von a;, x\ x", .... sind, Ton denen 
alle oder einige die äufsere Quadratv^urzel p* enthalten, und k^!, ki\ k^ die 
Werthe von k„^ A*x, k^ bezeichnen, welche man erhfilt, wenn man derWarael/»* 
ihren andern Werth giebt. / stellt eine der imaginären dritten Wurzeln der Ein- 
heit vor. Die Gröfsen k,,^ Ar^, k^ und n enthalten aufser der Quadratwurzel p^ 
möglicherweise noch andere Warzelgröfsen. Einer oder mehreren der in* ihnen 
vorkommenden Wurzelgröfsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so 
dafs sich aus den Werlhen (29.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe 
des Ausdrucks y ergeben: 

K,-\-YK,n^-\-fK,n^, 

welche mit den Werthen (29.), in irgend einer Ordnung genommen, über- 
einstimmen müssen. 
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Bei dieser Gleichsetiung gelangt man dnrcli dieselben Betrachtungen 
wie in §. 10* zu folgendem Systeme von Gleichungen: 

Ä«+ A',/7^ A',77* = Arf +y„Äf>7iHro*?'^^^ 

wo entweder *g^\ Äi^\ *f^ respeclive *ü, A:,, Ar^, und ArS*^ ArJ*^, k[^^ respective 
A^oS A/, A^t' oder umgekehrt bezeichnen, und p^^, y^^ y^y so wie ^"3, ^4, /s die 
dritten Wurzeln der Einheit sind. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs, wenn man den Wurzel- 
gröfsen in y ihre verschiedenen Werthe giebt, die drei Werthe von y, welche 
-^p^ enthalten, entweder nur in einander, oder alle drei in die drei Werthe von y 
fibergehen, welche — p^ enthalten. Wird dies bei Gleichsetzung der Werthe (27. 
und 28.) berücksichtigt, so gelangt man durch dieselben Betrachtungen wie in 
$. 6. zu folgendem Systeme von Gleichungen: 

(?„'- (?/Pt = C-/*9i'>»> 

wo 9*% 9^\ €' «nd 9^'\ 9l'^ ^' respective q„, y,,', q,," und y^, y.', y/', in 
irgoid einer Reibenfolge genommen, bezeichnen, und ß eine zweite Wurzel 
der Einheit vorstellt 

Aas diesen Gleichungen ergiebt sich durch einige Überlegung Folgendes : 
Die Größen ö, (?„' Qi' Q\P Q.'^P QrP 
^können der B.e'the nach die folgenden Werthe annehmen: 

9. y»' 9:' 4ip 9i"p 9rp 



31. 



^o' 9" 9'> iCp grp q\p 

1" % V,! Vi^p 9\p yi'>! 

y« 9" ^0 vip ^i^p ii'p 

9" 9: 9. 9rp grp 9\P 

9.! 9. 9" 9."p 9\p 9rp*y 



•) Die drei letalen Reihen von Werthon für 0., P.') 0.", 0?P| 0/*^, Q"*P 
rfibren von der möglichen Quadratwurzel her. 
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Ferner können, wenn .... (?JP Qi'^P Qi'^P 

die Werthe yj/» q^p qi"p 

! haben, die Quadratwurzeln . . ftP» ft'P* O/'-P* 

die folgenden Werthe annehmen: -t-^i^'* 'j'^iV ~|~7i"^' 

-yi/»» -^i>* -^.V 

S- 15. 
33. f-'Af■\■B^y*-C^f■\■D,f-E,y^F^ = 
sei eine algebraisch -lösbare, irreducUble Gleichung, deren CoöfBcienten ratio- 
nale Functionen der Gröfsen x, x', x", .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichung 
seien die sechs Werthe: 

iy» = Vo'-f 7iy» 

ly« — qo-qi'p^, 

y. = «b'-7s>n 

eines algebraisclien AmdrucI» aus j?, «r'^ tr"^ . • • • , welcher zwei äafsere Wnr* 
zelgröfsen hat. Giebt man alsdann den Panctionen ^o, //o', ^o'^ *?/^> Vi'^Pf y/V 
nach der Tafel (31.) alle Werthe, deren sie ffihig sind, so ist es einleuchtend, 
dafs die Wurzeln der Gleichung (33.) auf folgende Weise : 

yi y% r* r* r» ro 



y» 


ys 


yi 


y» 


y« 


y* 


y« 


n 


ya 


ye 


y« 


n 


yi 


r» 


y« 


y* 


y« 


n 


y» 


y» 


yi 


ye 


y» 


y* 


yn 


yt 


y. 


y» 


y« 


y« 



in einander fibergehen. Giebt man femer den Wursielgröfeen q^f^j q^p^, q^^'p* 
alle Werthe nach der Tafel (32.) ^ so ist ersichdich, dafs die Wurzeln auf 
folgende Weise: 

Yt r% ys y* y* ys 
y4 yi ya yi y» y^ 

in einander fibergehen. Hieraus folgt: 

Wma die Wurzeln der Qlmchung (33.) die durch die Gleickun^ 
gen (34.) angegebene Form haben ^ so kann jede rationale Fanotian der 
Wurzeln yi, y^, y„ y\^ y^, y«, tr^fc*^ /Ör die i2 Versetzungen 
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123456 456123 
231564 564231 
^ / 312645 645312 
^ 132465 465132 
I 321654 654321 
213546 546213 
ung^änäert bleibt, nur einen Werth haben, mufe also eine rationale 
Function der Oröfien x, x\ 3s^\ .... sdn. 

§. 16. 
Die 12 Versetzungen (35.) sind sowohl in den 48 Versetzungen (16.), 
als auch in den 72 Versetzungen (25.) enthalten. Es bleiben daher sowohl 
die Wurzeln T"^^ und T"^ der Resolventen, als auch die Cofifficienten 8f T, 
Äi, 8^ in §. 9. und F, U^^ F^, U^ in §. 13. für die Versetzungen (33.) 
unverändert. Hieraus folgt: 

i. Wenn die Wurzeln einer alffebraiech-- lösbaren, irreductibeln 
Gleichung vom sechsten Grade, deren Coefficienten rationale Functionen 
roll X, af, Qif\ .... siind^ zwei äufsere Wurzelgröfsen enthalten, so ha-^ 
ben beide Resolventen des Lagrange einen in Bezug auf x, x\ x^\ .... 
rationalen Factor vom ersten Grade. 

2. Eine solche Gleichung vom sechsten Grade läfst sieh immer, 
sou>ohl in drei Factor en vom zweiten, als auch in zwei Factor en vom 
dritten Grade zerlegen, deren Coiffidenten Wurzeln von Gleichungen 
resyective dritten und zweiten Grades sind, die rationale Functionen von 
X, x\ xf', .... zu Coefficienten haben. 

§. 17. 
Aus allen Diesem folgt: 

Die algebraisch "lösbaren, irreductibeln Gleichungen vom sechsten 
Grade, deren Coefficienten rationale und deren Wurzeln algebraische 
Functionen von irgend welchen gegebenen Gröfsen x, x^, x", .... sind^ 
zerfallen in drü C lassen: 

i) In solche Gleichungen, welche drei quadratische Factor en haben, 
deren Coefficienten Wurzeln von cubischen Gleichungen sind, die 
rationale Functionen von x, x\ x^\ .... zu Co€fficienten haben; 
2) In solche, welche zwei cubische Factoren haben, deren Coefficienten 
Wurzeln von quadratischen Gleichungen sind, die rationale Func^ 
tionen x, x', x", .... zu Coefficienten haben; 

Grelle*! Joornai f. d. M. Bd. XXWII. Heft 3. 28 
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3) In solche, welche sowohl drei quadratische, als auch zwei cubische 

Facloren haben, deren Coefficienten Wurzeln ton respective ctiAi- 

schen und quadratischen Gleichungen sind, die rationale Function 

nen von x, x\ x^\ ....zu Coefficienten haben. 

Bei den Gleichungen von der ersten Classe hat die Resolvente vom 15ten 

Grade einen in Besag auf x, x', x^', .... rationalen Factor Yom ersten Grade; 

bei den Gleichungen sweiter Clnsse bat die Resolvente vom lOten Grade 

einen in Bezug auf x, x\ x^\ .... rationalen Factor vom ersten Grade; bei 

den Gleichungen dritter Classe haben beide Resolventen einen in Bezug auf 

X, xf, s^\ .... rationalen Factor vom ersten Grade» 



SchliefsUcb wollen wir noch untersocben) von welchem Grade für jede 
der drei angezeigten Classen von Gleichungen die übrigen, in Bezog auf 
X, x', af\ .... rationale Factoren der Resolventen sind. Es ist zu dem Ende 
üicht nAthig, die 15 und 10 Wurzeln der Resolventen selbst zu betrachten, 
sondern wir kAnnen dielser Untersuchung einfachere Functionen der Wurzebi 
yi9 y%^ 7*39 >49 Xm >a9 welche den Wurzeln der Resolventen Ahnlicb sind, 
zum Grunde legen. Die einfacbste, der Wurzel T^^ Ahnliche Fonction ist 

die einfachste^ der Wurzel T^ Ahnliche Function ist 

rir2r3+r4ysre == <*; 

denn t^^ und 1**% so wie t^ und T\ bleiben zusammen ungeAndert und An- 
dern sich zusammen fOr dieselben Versetzungen der Wurzeln yi^yt^y^^y^^y^^ y^. 
Da Ahnliche Functionen aus den Wurzehi einer Gleicbung sich immer gegenseitig 
rational durcb einander und durch die Codfficienten der Gleichung ausdrflcken 
lassen (S. Hermite's eleganten Beweis: Nou volles Annales desMatbdmatiques; 
redige par Terquem et Gerono. Tomel. page329.)9 so wird Alles, was von 
der RationalitAt der Factoren der beiden Gleichungen, deren Wurzeln die 
15 Wertbe von l'^ und die 10 Wertbe von t^ «nd, gesagt ist, auch von 
den Factoren der beiden Resolventen gelten. 

$. la 
Die 15 verschiedenen Wertbe. von /^^ sind: 

yir4+yar»+rjy6=<i> riy2+y3y«+y4yi==<«i 

yiy5+y2y4+yiy«='2> riy^+y^ys+y^ye—Ais 

yiy4+yay5+ysy»«=<i? yiys+yiyi+y^ye^^ii 

yiy5+y2y*+ysy4=^5 yty2+ysy4+yiys=^85 
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yiys+r«y3+y4r««=<9i yiyt+ysys+yiye««'«^ 

yiys+ytys+y^n^'m riy^+y^y^+riyt^'m, 

yiys+yty4+yiyti= 'im yiyn+yty^+ysyt« ^• 
yiyn+ytyj+y^y^^'itf 

Dte 10 ▼erooUedenen Werihe Toli t"" sind: 

yiytys+y4y5y6= '.^ yiyiys^-ysy^ye^ if, 

riysyti+yiysy4='65 yiy4y5+yaysye=='^% 

yiysys ^ry^y^y^ ~ 'c> yiy4yti+y2ysy8 = **, 

yiy«y8-i-ysy4y5=<ir^ yiy3yti+y2y4yi===^, 

yiysy4+ytysy6«='e, yiyiy4+y3y4y««=<*- 

Fflr die 48 VerMtzongm (16.) bleibt ongeandert: 

1) Die Function fi, 

2) Jede symmetrische Function aus /«, U^ t^^ U^ 

3) - - - - - - - /j, li, Ci, /s) /(j, tf^ 

4) - - - - - - - '*^ '/^ tg^ h^ hy h^ 

5) - - - " - - - 4^ '91 'mj^ dl» '125 /u> '141 'ä- 
Demnach bleiben die Coöfficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer 
Gruppe SU Wurzeln hat, fflr die 48 Versetzungen (16.) ungeSndert. Bezeichnen 
nwn yi, Xa^ yi^ y*^ y»^ y© die Wurzeln einer Gleichung von der ersten Classe, 
und hriien dieselben die durch die Gleichungen (15) angegebene Form, so sind 
nach $. 7. die Coöfficienten einer solchen Gleichung rationale Functionen von 
Xy a^f x^\ .... Hieraus folgt, mit Beracksichtigung der in der Einleitung zu 
%. 18. gemachten Bemerkung : 

Bei den Gleichungen von der ersten Claeee hat im AUgemmnen *) 
dU Rmolvenle löten Grades dr$i in Bezug auf x^ x\ xf\ .... rationale 
Factoren vom ersten, €ten und 8ten Grade, und die Resolvente lOten 
Grades zwei rationale Factoren vom 4ten und 6ten Grade. 
Für die 72 Versetzungen (2d.) bleibt ungefindert: 
1) Die Function ««, 
3) Jede symmetrische Function ans d, /s? /s9 /«1 'm9 '159 

3) - - - - "^ •• - 's5 Is^ 'y^ Ib» A>9 do> 'mi Aj9 tn^ 

4) - - - - - - - '4^ 'c> 'rfi <«9 <f» tg^ <A» tf^ ti. 

Demnach bleiben die CoCfficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer 

*) In besonderen FfiUen können die angegebenen rationalen Factoren noch weiter 
in rationale Factoren zerlegt werden; niemals aber in rationale Factoren Tom ersten Grade, 
ohne dafs man mehrere gleiche Factoren erhalt. 

28* 
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Gruppe zu Wurzeln hat, für die 72 Versetzungen (25.) ungeänderL Beseich- 
nen nun ^d y2 9 ^39 >'4 9 ^s« Y^ die Wurzeln einer Gleichung von der zweiten 
Classe, und haben dieselben die durch die Gleichungen (24.) angegdiene Forin^ 
so sind nach §.11. die Coefficienten einer solchen Gleichung rationale Functio- 
nen von x^ x\ x'\ Hieraus folgt, mit Berflciuichtigung der in der Ein- 
leitung zu §. 18. gemachten Bemerkung: 

Bei den Gleichungen van der zweiten Claeee hat im Allgemeinen die 
Resolvente loten Grades zwei in Bezug auf x, x^, x'\ . . . . rationale 
Factor en vom €len und 9ten Grade, und die Besolvenle lOten Grades 
zwei rationale Factoren vom ersten und 9ten Grade. 

Fflr die 12 Versetzungen (35.) bleibt ungefindert: 

1) Die Function ti^ 

2) - - - 'a, 

33 Jede symmetrische Function aus fi4, /isi 

4) ------- /2, <,, t,, 

5) - - - - - ^ ^ f^^ f^^ f^^ 

6) - - - - - - - /^, /^, /rf, 

•J • "■ "• — - - — 'g? '99 'iü9 Mi^ Iny »139 

8) - - - - - ^ -- t^. tfy tg^ tk^ ti^ tl^. 

Demnach bleiben die Coöfficienten jeder Gleichung^ welche die Werthe einer 
Gruppe zu Wurzeln hat, fQr die 12 Versetzungen (35.) ungefindert. Bezeich*- 
nen nun yx^ ^29 Xs^ Ta^^ Xs^ Ye die Wurzeln einer Gleichung dritter Classe, 
und haben dieselben die durch die Gleichungen (34.) angegebene Form, so 
sind nach $. 15. die Coefficienten einer solchen Gleichung rationale Functio- 
nen von X, x\ xf\ .... Hieraus folgt, mit Berflcksichtigung der in der Ein- 
leitung zu $• 18. gemachten Bemerkung: 

ßei den Gleichungen von der dritten Classe hat im Allgemeinen 
die Resolvente löten Grades drei in Bezug auf x, x^, x", .... rationale 
Factoren vom ersten, 2ten und 6ten Grade und zwei rationale Factoren 
vom dritten Grade, und die Resolvente lOten Grades hat drei rationale 
Factoren vom ersten, dritten und ßten Grade. 

Königsberg im October 1847. 
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11. 

über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich 
in zwei verschiednen quadratischen Formen 

enthalten sind. 

(Von Herrn Prof. C. G. J. Jaeobi^ 
( Fortiettnng der Abbandinng No. 5. in dieiem Bande. ) 



Gleichungen zwischen drei Doppelsammen. 

Alan kann der in der Einleitung anfgestelllen Fundamenidgleichung die fol- 
genden Formen geben: 

a) /7|(1 -q''^'){l+f^'zKii-f^^z-')\ =:Sy'V, 

ß) (« + «-*)Zr|(l -^'+*)(l +y'"+'«')(l + q^'^'z-')] =: -SyK.-Hi-) ^^i+i^ 

Y) {z—9r^)n\[\^(f'''^){X—q'^W){,\—q''''^z'^)\=S^ 
wo, wie immer, fQr den Index t unter dem Zeichen 77 die Werthe 0, 1, 2, . . oo 
und unter dem Zeichen J^ die Werthe 0, +1, ±2, • . +oo su nehmen sind. 
Die Formel /9) wird aus a) erhalten, wenn man respective ^^q und iq*^ 
f&r q und z setzt und mit z dividirt. Die Formel y) folgt aus a), wenn 
man z^A fflr c setzt und mit >Q dividirt* 

Ich will jetzt in diesen allgemeinen Formeln fflr z primitive 3'% 5'% 
8** und 12'* Wurzeln der Einheit setzen, und bei Aufsuchung von unend- 
lichen Producten, welche sich auf doppelte Art in zwei elliptische zerfallen 
lassen, unter die Zahl der letztern auch diejenigen aufnehmen, welche fOr die 
angegebnen Werthe von z aus a) — y^ erhalten werden. Die Gleichungen, 
zu welchen man auf diesem Wege gelangt, werden sich von den oben mit- 
getheilten dadurch unterscheiden, dafs sie nicht mehr zwischen nur zwei, 
sondern zwischen drei oder einer gröfsern Zahl Doppelsummen Statt finden. 
Obgleich einige dieser Resultate sich aus den frflher geiundnen zusammensetzen 
lassen, so habe ich sie doch deshalb fflr bemerkenswerlh gehalten, weil sie 
mehrere derselben in einer einzigen Formel umfassen, zu welcher man durch 
dieselbe Methode der doppelten Zerfällung gelangt, welche auf jene Formeln 
geführt hat. Es beruht dies auf der Eigenschaft der elliptischen Transcen- 
dente Sq^^z^, dafs sie, wenn man fflr z Wurzeln der Einheit setzt, in meh- 
rere Reihen zerlegt werden kann, welche aus derselben Transcendente erhalten 
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werden, wenn man darin, wie in den frühem Untersachungen, für q und z Po- 
tenzen von q setzt. Ich werde «ur ^öfsem Deutlichkeit einige elemratare 
Eigenschaften der Seckigen und 5eckigen Zahlen ^ uf welchen die Zerlegungen 
der elliptischen Transcendente, welche hier m betrachten sind, beruhen, be- 
sonders hervorheben, und bei dieser Gelegenheit einige allen Polygonzahlen 
gemeinschaftliche Eigenschaften bemerken. 

I. 3 =5 einer imaginiren Cnbikwurzel der Einheit. 

Alle ganzen Zahlen von — oo bis -j-oo, welche ffir den Index t un- 
ter den Summenzeichen zu setzen sind, sind unter den drd Formen 3t, 
— (3f-]-l), 3t-fl enthalten. Wenn man in dem allgemeinen Ausdruck der 
3eckigen Zahlen it(t-f 1) fflr t die Formen 3i und — (3t-f 1) setzt, so erhfilt 
man in beiden Fällen |(3f^-f t); setzt man dagegen 3f-|-l für i, so ver- 
wandelt sich lt(t-f 1) in |(«H0 + 1* Man hat daher den folgenden Satz: 
die durch 3 theilbaren 3eckigen Zahlen sind die 3fachen der vor-' und 
räckwfirts fortgesetzten Seckigen Zahlen; die durch 3 nicht theilbaren 
3eckigen Zahlen lassen durch 9 dividirt den Rest 1, und geben, wenn man 
▼on ihnen 1 abzieht und den Rest durch 9 dividirt, wiederum dio sAmmt« 
liehen Seckigen Zahlen. 
Es folgt aus diesem Satze das Corollar, 

dafs man aus jeder Seckigen Zahl unendlich viel andere erhfilt, wenn man 

wiederholt mit 9 mnltiplicirt und 1 addirl. 

Da (3i-|-l)(3i-f 2) unverändert bleibt, wenn man — (t+1) fllr t setzt, 

während sich gleichzeitig 21-}- 1 in — (2t-f 1) verwandelt^ und man fBr t unter 

dem Zeichen S auch t-f^ oder — (t-j-a) setzen kann, wo a rine beliebige 

ganze positive oder negative Zahl bedeutet, so hat man 

Man kann femer für t unter dem Zeichen S nach einander 

setzen, wo e^ «i, •• ««».i entweder -|-1 oder — 1, und ea, €iii|, .. im-i^m^i 
alle verschiednen Reste bedeuten, welche durch Division mit der ganzen Zahl m 
erbalten werden können. Man erhält daher, wenn man in a% ß)^ y) fOr t unter 
dem Zeichen 2* nach einander 3f\ -— (3f-f 1), 3j-f 1 setzt, und die vorste- 
henden Sätze benutzt, die folgenden Formeh: 
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20* i7|(l— ^•+*)(1 +^*+U)(l + y''+*«-')| = Sfz^ 

21. (« +«"*)/rj(l— y'+OCl + 9''+*«^)(l + y'+*«-')| = :s^H/*+t-)«^vi 

= -2(— 1 )' y*^^'*+'> («^+*— «-^*'*+*>) — i ^(— ly y*(^'+*x^"+^> {z^-^^—z-^^-^^ 

Setzt man in diesen Formeln die Gröfse z einer imaginären Cubikwurzel 
der Einhat gleich, so erbalt man 

25. 77(1-7^'+^) = -2:(-l)''v*^'''-^'^- 

Die letzte dieser Formeln giebt, wenn mau q fflr ^ setzt, die Eulersche Ent- 
wicklnng des Products 77(1— 9*+^. 

üfan kann der Reihe JSq^^^'^ i)(3<+3) hq^Ii ^ine andere merkwürdige Form 
geben. Es sind nämlich alle Werthe des Index t in den beiden Formen 2 t und 
— (2f-f 1) enthalten, und fflr beide geht die Gröfse ^t(t-f 1) in denselben Aus- 
druck 2t'-f-t aber, was dem Satz entspricht, 

daft die 6eckigen Zahlen, vor- und rfickwärts fortgesetzt, alle Seckigen 
Zahlen geben*). 
Man erhalt hieraus 

26. J2yW*+») = 22q^''^', ^(-l)'>*'«'+'> = 0, 
und daher 

27. ^yKJ^+Wi+Jj _, yjfyKiHO == 2qS^'-^'^ == 2-Sy^^'+'>^®'+*>, 
28. ^(-l)'yi<^+»c^+»> = 0. 



*) Proclue in seinem Commenlar zum isten Buch des EucUdes bemeriit als Beispiel, 
dab man nicht alle mathematische SSIze umkehren könne , dafs iede 6eckige Zahl eine 
SecMge, aber nicht jede Seckige Zahl eine Geckigo ist. Man sieht, dafs wenn man die 
Benennung sechseckige Zahlen auch auf diejenigen Zahlen 2i* — t ausdehnt, welche den 
negativen Werthen von i entsprechen , die Umkehrung in der That erlaubt ist. 
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Vermöge der Gleichung (27.) kann man die Gleichang (24.) auch so darstellen : 

Wenn man die unendlichen Producte (23.} und (24.) von ihren Nennern be- 
freit, und ihnen ihre einfachste oder ihre Normal- oder ihre characteristische 
Form giebt, so erhalt man 

= Zr|(l— y*^'+0(l-y*^-^)(l-^*'+*}(l-f/''+^^ _y»«+")(l_y>»'+«) 

X(l_y«'+")(l-y^+«)j 

Andere Darstellungen dieser unendlichen Producte werde ich weiter unten geben. 

Von den Formeln (23.), (24.), (25.) ist die letzte, welche mit der 
jßJii/^rschen flbereinkommt , oben noch auf eine andere Art, welche von der 
im Vorigen gebrauchten wesentlich verschieden ist, aas der allgemeinen Formel 
abgeleitet worden. Nach den beiden Methoden erhalt man (25.) aus der For- 
mel /), indem man entweder für z eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit 
setzt und mit y(— 3) dividirt, oder indem man für q und z respective ff und ^ 
setzt und mit —(f multiplicirt. In ahnlicher Weise kann man auch zu den 
beiden andern Formeln (23.) und (24.), welche durch Substitution einer imagi- 
nären Cubikwurzel der Einheit fär z erhalten wurden, durch eine Combination der 
froher gefundnen Formeln gelangen, welche aus der Fundamenlalformel dadurch 
abgeleitet worden waren, dafs man fflr q und z Potenzen von q gesetzt hat. Ich 
will diese zweite Beweisart hier mittheilen, weil man daraus desto leichter erken- 
nen wird, ob und auf welche Art die aus den Formeln (23.) und (24.) folgen- 
den Gleichungen zwischen Doppelsummen aus den frflher gefundnen erhalten 
werden können. 

Von den oben aus der Fundamenlalformel abgeleiteten Formeln wfihle ich, 
um die Formeln (23.) und (24.) dadurch zu beweisen, die Formeln IV. (6.) 
und IV. (7.), 
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Mnltiplidrt man mit deo Nennern der BrOdie, nnd setzt — f* fBr f » fo erkfilt 
man, nachdem man die zweite Gleiebnng Bodi mit q maltiplidrt. 

Zieht man diese beiden Gldchmifeii von einander ab^ so kann der in i7(l -f-f^**^) 
maltiplicirte Factor in den einfadiem Ansdmck JE'C— 1/ f^'*'^' sntMunaiengeiogen 
WOTden. Setzt man nAmlidk in (21.) ir=:l, so erbilt man 

33. Sf*(f*+^ » 2-r^^***-{-.rf«**+»«*+^, 

oder, vermöge (26.) und (27.)« 

nnd hieraus 9 wenn man — q f flr f aetat. 

Mit Hälfe dieser Formel erhilt man ans den Gleichnn^n (32.), wenn 
man die aweite von der ersten abzieht, 

36. j?/*"~j?9(»'+*>' = /r(i+/'+*)jr(-i)'y''*H 

Snbatitmrt man hierin die hfiufig im Vorhergehenden angewandte Formel, 

welche sich ans (a.) ergiebt, wenn man darin respectfTO f nnd — f fttr f 
nnd z setzt, so folgt die Formel (29.). 

Die Formel (30.) findet man ans denselben Gleidinngen (31.) anf fol*- 
gende Weise. Setzt man in drasdben ^ fQr q, so erhdt man 

37 U/^'"'' ==/r(i4.^).^(~i)'yn 
I :r^'x«f« = /7(l +^+*)..r(-l)'V+«*, 

nnd hieraus, da X(-t)V^'+*>' = -^C-iy^«*, 

3f\ 



(3«*+I) 



f+iKW+i) 



38. S f '-'*'' -^2Sf 

= i7(i + ^+») j^(-iyy"- ^(-iy^i)»_x(-.i)'y«-«i 

Cralle's jrooriMl £ d. M. Bd. XXXVn. Heft 3. 29 
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Subslituirt man hierin die ebenfalls sehr häufig im Vorhergehenden angewandte 
Formel, 

39. :2:(-l)V' = /ri(l-9«>')(l~^«+7i = ^if^» 

welche aus (1.) für ä:=— 1 folgt, so erhflll man die Formel (30.). 

Für den hier vorliegenden Zweck, Gleichungen zwischen Doppelsummen 
von der Form 

zu finden, kommt es darauf an, die elliptischen unendlichen Producle (29.) und (30.) 
mit solchen andern elliptischen unendlichen Produclen zu multipliciren, dafs das 
unendliche Producl, welches man durch diese 3fultiplication erhält, sich noch auf 
eine andere Art in zwei elliptische unendliche Producte zerfallen läfst, oder, 
was dasselbe ist, die unendlichen Producte (29.) und (30.) aU Brüche 
darzustellen, deren Nenner ein elliptisches unendliches Product und 
deren Zähler das Producl zweier elliptischen unendlichen Producte ist. 
Die Formeln III. fahren mit Leichtigkeit zu mehreren solchen Darstellungen. 
Wenn man nämlich die unendlichen Producte (29.) und (30.) anf folgende Art 
ausdrflckt, 

/7{(l-9^'+0'(l-y^'+^)j .7/(1 iY^^h 
so sind die ersten Factoren bereits elliptiscbo ttnendliche Producte, und es 
kommt nur noch deranf an^ die zweilen Factoren 

iT(l+^+^), 77(1 + ^+*) 
als BrQche darzustellen, deren Zähler ond Nenner elliptische nnendliche Pro- 
ducle sind. Dies geschieht aber mittelst der Formeln III. fflr jedes dieser beiden 
unendlichen Producle auf 7 verschiedne Arten. 3Ian erhält far 77(1 -(-/"^} 
sieben solcher Brflche, wenn man in III. — ^ füvq setzt und alle Brflche 
umkehrt, und eine gleiche Anzahl fär 77(1 -ff^)^ wenn man in III. selber 
^ für q substiluirt. Es ergeben sich biemach ans (36.) und (38.) vierzehm 
Gleichungen zwischen Doppelsummen. Bezeichnet man nämlich Jeden der 7 Brflche 

in IV. mit -^, so folgt aus (36.): 
und aus (38.), 
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Es wird aber nicht nölhig sein, diese 14 Gleichungen besonders auf- 
zustellen, da sie keine wesentlich neuen Resultate geben* Denn durch das- 
selbe Verfahren, durch welches im Vorhergehenden die Formeln (36.) und (38.) 
aus den Formeln (32.) und (37.) abgeleitet worden sind, welche ihrerseits aus 
den Formeln IV. (6.) und IV. (7.) folgten, mflssen sich auch die aus den For- 
meln (36.), (38.) und IV. (1.) — (7.) folgenden 14 Gleichungen swiadien 
Doppelsummen aus denjenigen Formeln der obigen Tabelle ergeben, welche 
durch Corobinalion der Formeln IV. (6.) und IV. (7.) unter sich und mit den 
übrigen Formeln IV. (1.) — (5.) erhallen worden sind. 

Man kann aber die unendlichen Producte (29.) nnd (30.) noch auf an- 
dere Arten als solche Brüche darstellen, deren Nenner ein elliptisches unend- 
liches Product und deren Zähler das Product zweier elliptischen unendlichen 
Producte ist, und diese Darstellungen werden zu Resultaten führen, welche 
in den Gleichungen der obigen Formelntabelle nicht enthalten sind. Es ist 
nfimlich 

__ jr((l— q«-H) (1- lyC-H») (1— «>"'•+«)} .7/(1— tfi^) 

_ g(i-^'-H). JZ{1- g^>^)(l -t-i/W+'XI -i-9«tf-H)(i -{.^■t4)(1-^.i+S)(l_y6.>6)| 
— lZ{(l + 9«.+')(i-r/*+«)} 

/I(l— 7«+') 

wonnu, wenn man fflr die dliplisehen anendllchen Producte ihre Entwioklan- 
gen seilt, die folgenden Gldehnngen erhalten werden, 

40. /r|(i-^«+»)(i-V+*)(i +^'^')l 

29* 
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Es ist ferner 

woraus 

41. /rjd-^oci-^^Od-**-^^)! 

folgt Aus den Foradn (40.) vnd (41.) ergeben sich durch Moltiplicatlon mit 
den Nennern die unten folgenden Gldchongen «wischen Doppelsnmmen. De 
in den Zahlern derBrflche (40.) der Factor ^(--l)'f^''+', in denZAhlem der 
Brflche (41.) der Factor JS{ — l/f^* nicht vorkommt, so mflssen diese Gletcbon- 
gen von denen, welche auf die oben angegebne Art vu (36.) nnd (38.) ab«- 
geleitet werden können, wesentlich verschieden werden. 

Der Zihler des letaten Bmcfas in (40.) wird aus dem Zahler des letzten 
Bruchs in (41.) eiiudten, wenn man darin f^ fflr f setsL Es ergeben s^eh daher 
fflr densdben aus (40.) und (41.) drei oder, wenn man noch in (40.) — f 
für f setzt, vier verschiedene Darstellungen durch Doppelsummen, wobei man 
diejenige nidit mitrechnet, welche aus der doppelten Form der in (41.) mit dem 
Xinuszeidien behafteten Summe folgt. Die hieraus erhaltenen Gleichungen ge* 
bAren zur Classe (3, 3), die ftbrigen aus (40.) und (41.) folgenden zur 
Classe (2, 2). Sie können den zu diesra Classen gehörigen Formeln der obi- 
gen Tabelle angeschlossen werden, obgleich sie irfch von ihnen dadurch unter- 
sdieiden, dafii sie jede eine Gleicfaung zwischen drei Doppelsummen geben. 
Die unendUchen Producta in den folgenden Formeltt sind die Zahler der Aus- 
drflcke, welche die Brflcbe (40.) und (41.) ergaben; nur sind diese Froducte, 
wie in der obigen Formelntabelle, durch ihre Normalformen ausgedrflckt. 

XI. 
B. (2, 2). 
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C- (3, 3). 

2. /7|(l-^"+^)(l— ^•+*)(1-^>7| 

J£f J\i+t^»+9l«+i+3»^ 

Man kann dnrch Combination der Formeln (36.) nnd (38.) noch eine 
Gleichung zwischen fünf Doppelsnmmen abieilen. HaltipHcirt man nfimlich die 
Formeln (36.) nnd (38.) mit einander, nachdem man in der ersten — y fQr f 
geaetet hat, nnd bemerkt, dafs /7(14-^>^)/7(l— ^'+^) = 1, so erhält man 

42. JS'C— 1)Y*^'*'+* 

Diese Formel läfst sich aber anf die Gleichung B. (2) zurfickfOhren. Setzt 
man nflmlich fflr S(—iyq^\ JS^*"^' die Äquivalenten, blofs durch andere Gmp- 
pimng der Glieder unterschiednen Ausdrücke, 

jP(_iy^'-.2-2'(— iy^+*>% j2'y«o**+')^:sy(3.>i)(6i+o 

von denen der erstere ans (20.) fflr z = —i folgt, nnd der zweite durch 
die Formel (34.) gegeben wird, so wird die Doppelsumme Unks vom Gleich- 
heitszeichen 

j^(_iyy_2-2(— iyy<^'+*)'j {:s'y^'W+i)^^y(3i-+iK6.>i)| ^ 

und es kommt daher die Gleichung (42.) auf die folgende zurück. 
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welche aus B. (2.) erhalten wird« wenn man darin ^ für q seist und mit g 

multiplicirt. 

II. 2= einer imaginären 5ten Wurzel der Einheit 

Ich will jeizt in der Formd 0?.) fflr z nach einander zwei imagmärs 
nicht reciproke &te Wurzeln der Einheit setzen, und die daraus hervorgehen-* 
den Gleichungen mit einander multipliciren« Wenn man in der Gleichung (ßO^ 

far den Index t unter dem Summenzeichen nach einander 5i, — (5i-f 1)« 
ferner —(5t 4-2), 5i-\'i^ endlich 5 1+2 setzt, wodurch alle Werthe von • 
erschöpft werden, so verwandelt sich dieselbe in die folgende, 

43. (s? — Ä-^)i7!(l— y'+0(l— ^"^V)(l-.y'>*«-')| 

Setzt man — t — 1 fflr i, so erleidet die letzte Summe keine weitere Aendemng, 
als dafs die Gröfee (—1)'«*"'+* unter dem Summenzeichen in — (— l)'«r<^+«> 
fibergeht; man kann daher fflr diese Summe auch 

setzen 9 woraus man sieht, dafs dieselbe verschwindet, wenn z einer beliebh- 
gen öten Wurzel der Einheit gleich wird. Bedeutet daher a eine imaginäre 
5te Wurzel der Einheil, und setzt man in (43.) 

z = (/, 
so erhfilt man nach Division mit a — (r\ 

44. i7|(l -y'+*) (l-^'+*0 (1 -^'+> 0-^)1 

Setzt man hierin o^ fflr c;^ so ergiebt sidi 

Multiplicirt man beide Formeln mit einander, und bemerkt, dafs sowohl die 
Summe als dasProdoot von a-j-o*"^ und 0^4"^ gleich —1 ist, so findet man 
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oder die zm Clasae (1^ 5) gebörige GleichoDg, 

In der ersten der drei Summen rechts vom Gleicbheitsseichen sind die Ex- 
ponenten von q durch 5 theilbar, in den beiden andern lassen dieselben, dorcb 
5 dividirt, respective die Reste 1 nnd 2. Wenn man daher auch die Doppel- 
samme links vom GleicbheilsiseiGhen in drei andere iheilt, je nachdem die Ex- 
ponenten von f oder, Vfas dasselbe ist, die Werihe von it(3J4-l), durch 5 
dividirt, die Reste 0, 1, 2 lassen, so zerfallt die Gleichung (46.) in drei 
Gleichungen, von denen jede zwischen Doppelsummen Statt hat, in denen 
die Exponenten von q, durch 5 dividirt, dieselben Reste lassen. Je nachdem t 
dieWerthe 5i und — (5f-f 2); — (5f-|-l); öi^-l und 5i-f 2 annimmt, erhAlt 
die Zahl it(3i-f 1) die Ihren drei Realen 0, 1, 2 entsprechenden Formen, 
fi(15i+l) nnd |(3f+l)(5i4.2); ¥i(3i4-l) + l; 
4f(15t+7)+2 nnd |(3t+2)(5t4-l) + 2. 

Es werden daher die sich Je nach diesen drei Fallen ans (46.) ergebenden 
Gleichungen, wenn man im zweiten und dritten Falle respective mit q und q^ 
dividirt, nnd hierauf flberall q fQr / setzt, die nachstehenden. Die den Dop- 
pelsummen gleichen unendlichen Producte, welche ich beigefflgt habe, ergeben 
sich leicht aus dem Fundamentaltheorem. 

xn. 

Die erste dieser Formeln ist dieselbe, wie die oben in der Formelntabelle auf- 

gestdlte, welche dort durch eine ganz verschiedne Methode gefunden worden ist. 

Die Formel XII. (1.) ergab sich im Vorhergehenden aus (46.) durch 

die Bemerkung, dnb^ wenn man dem i den Werth ~(5f-f 1) giebt, die 
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Seckigen Zahlen ^f(3t-f 1) die Form ^iK^i\\)^i erbalten. Dies giebt 
den Sats: 

Wenn man von den Seckigen Zahlen, welche dareh 5 dividirt 1 Obrig 
lassen, 1 abzieht, so gebt der Rest nicht blofs durch 5, sondern auch 
durch 25 auf, und man erhalt nach Division mit 25 wieder 5eckige Zahlen. 
Werden die unter der Form ^(3J^— t) enthaltenen Zahlen in 2 Classen ge-- 
theilt, je nachdem i positive oder negative Werthe annimmt (von denen die 
erste Classe die eigentlichen 5eckigen Zahlen umfafst, deren Name aber, wie 
im Vorhergehenden, auch auf die andere Classe ausgedehnt su werden pflegt): 
so kann man den vorstehenden Satz näher so bestimmen , dafa^ wenn man 
van jeder von hüden Classen öecfager Zahlen diefenißen nimmt , wdehe 
durch 6 tUvidirl i übrig lassen ^ von denselben i abzieht und den Beet 
durch 25 dividirt, die sdauntlichen ßeckigen Zahlen der andern Ciasee 
erhalten werden. 

Der vorstehende Satz ist dem oben fOr die Seckigen Zahlen bemerkten 
analog. In beiden Ffillen werden diejenigen 3- nnd Seckigen Zahlen betrachtet, 
welche um 1 vermindert respective durch 3 und 5 aufgehn; sieht man von 
ihnen 1 ab, so lassen sich die Reste respective durch 3^ nnd 5^ tbeflen. Es 
werden femer nach geschehner Division respective die sämmilichen 3* und 
5eddgen Zahlen erhalten. Wenn man das umgekehrte Verfahren anwendet, und 
aus 3- und Seckigen Zahlen durch Multiplication mit 9 und 25 und Additfon 
der Einheit immer andere 3- und 5eckige Zahlen ableitet, so erbtit man den Safs, 
dafSf wenn A eine beliebige 8^ oder Seelüge Zahl ist, auch ^(9*"— 1)4-9*^ 
^(25"— 1)4*25" Jl respective 3^ und Seckige Zahlen werden, von denen 
die letztem zu derselben oder einer andern Claese wie A gehören, je 
nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Der Satz, dalli die 3- und Seckigen Zahlen von der Form 3i-f 1^ 
Sf-f 1 immer auch die Form Z^i^X^ S^i-f-l haben, Iflfet sieb durch folgrade 
Betrachtungen auf alle vieleckigen Zahlen ausdehnen. 

Es sei M eine meckige Zahl, welche durch m dividirt den Rest 1 llfot. 
Ist M die nte meckige Zahl 

Jlf =in|(«~2)(n-l)-|-2), 
so wird 

üf— 1 = |(«~l)|(in— 2)n + 2; 
= i».i»(n— l)—(n— 1)'. 
Aus dieser Formel folgt, dafe, weil Bi—i durch m tiieObar ist, aadi (f —1)* 
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dnrdi m theilbar sein iniifs. Es sei 

wo ^ das gröfste Quadrat bedeutet, durch welches m theilbar ist, und also h 
dnrdi keine Quadralzahl th«lbar sein darf. Es mnfii dann (ü— 1/, welches 
durch ifhr=m theilbar ist, auch durch ä^V^=imb und daher ii — l durch ah 
theilbar sein. Eis werden daher nur diefenigen meckigen Zaklen durch 

m = a^h £mdirt den Beet 1 laseen, deren Seite (n), durch a6 = — divi-- 
dirt, den Beet 1 Idfit. Es sei 

»—1 = abc, 
so wird 

üf-l = |».a^4'c-ii'4V = if^c\^n.a-€\. 

Es sei zuerst m ungerade, so werden a und b ungerade, und wegen n— 1 
sssabc^ von den beiden Zahlen n und c immer die eine gerade. Es wird 
also c(^na — c) eine ganze Zahl, und daher ilf—l durch a'^b'^ theilbar. Es 
sei zweitens m dae Doppelte einer ungeraden Zahl, so wird a ungerade 
und b ebenfalls das Doppelte einer ungeraden Zahl; es wird daher auch n 
ungerade, und c{\na — c) fflr ein ungerades c nicht mehr eine ganze Zahl 
werden. In diesem Falle wird also üf— 1 nur durch ^a'^ theilbar. Wenn 
drittens m dae Vier^ oder Achtfache einer ungeraden Zahl ist, wird a 
das Doppelte einer ungeraden Zahl; es wird daher sowohl n als j^n ungerade, 
und c(^na — e) fflr jedes e nicht blofs eine ganze Zahl, sondern auch immer 
gerade, und also M—i durch 211^6^ theilbar. Wenn viertens m durch 16 
theilbar ist, so wird a durch 4 theilbar, c\^na — c\ eine ganze Zahl, und 
üf — 1 durch a^b'^ theilbar. Man erhall daher, wenn man Q fflr i^b^ setzt, den 
Satz: Wenn M eine m eckige Zahl iet, welche durch m dimdirt den Reet 1 
iä/ktf und Q das kleinste durch m iheilbare Quadrat bedeutet, eo wird 
ilf«-*l, wenn m das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, durch \Q, in 
allen andern Fällen durch Q, und wenn m das Vier^ oder Achtfache 
eher ungeraden Zahl ist, immer auch durch 2Q theilbar. Wenn a = l, 
bat man bt=m, Q=:m\ und daher den Salz: 

Wenn m eine durch kein Quadrat theilbare ungerade Zahl ist, und ilf eine 
meckige Zahl, welche durch m dividirt den Rest 1 lifst, so wird M—i 
auch durch m^ theilbar sein. 
Die fflr M und ilf — 1 angegebnen Werthe zeigen, dafs immer gleich- 
zeitig' 2M durch n und 2(i9f— 1) durch n— 1 theilbar ist. Wenn also M 
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nicht blofs die zweite ilfeckige, sondern noch anfserdem eine vieleckige Zahl 
ist, so haben die beiden Zahlen 2jH und 2(M—1) aufser den Facloren 2 und 1 
noch andere Factoren, welche nur um 1 verschieden sind. Diese Eigenschaft 
kann als Definition einer vieleckigen Zahl gebraucht werden. Man beweist 
nämlich sehr leicht den umgekehrten Satx: 

Jede Zahl ÜC ist so oft eine vieleckige Zahl, als 2M einen Factor hat^ 
welcher von einem Factor der Zahl 2(ilf — 1) nur um 1 verschieden ist; 
wenn von den beiden um 1 verschiednen Factoren der Zahlen 2M und 
2(M — 1) der Factor von 2M der grOfsere ist, so ist üf eine eigentliche 
vieleckige Zahl und dieser Factor ihre Seite, und wenn man 

hat, so wird y'— jT'-f^ ^^^ der Seite/* entsprechende Eckenzahl von 31. 
Mit der Aufgabe , zu bestimmen , wie oft und auf welche Arl eh$e 
gegebene Za/d eine vieleckige eein kann, schUe&t daa grofse Werk des 
Diophantus; doch ist ihre Lösung in den auf uns gekommnen Handschriften 
abgebrochen, vielleicht vom Verfasser selbst unvollendet gelassett. 

III. z^ einer primitiven 8ten oder 16ten Wursel der Einheit 

Bezeichnet (> eine primitive 16te, a=:Q^ eine primitive 8te Wnriei 
der Einheit, so wollen wir jetzt in den Gleichungen 

/ri(i— y^'+^)(i 4- f^'zxi +^-^'«-*)j = -Ty-'V, 

in der ersten nach einander z=^a, z=—a, in der zweiten nadi einander 
2^ == pj sr 2= p^ setzen, und die beiden jedesmal erhaltnen Formten mit einander 
multipliciren. 

Man kann den rechts vom Gleichheitszeichen befindlichen Reihen die fol- 
gende Form geben: 

48. X^'''+'')«2'+* =s ^ JS^**+0(^2i+i _|. g-c2i+i)^ _. ^^w+1) (««'+^-{. i^(*'+«)) 

Die beiden Summen rechts vom zweiten Gleichheitszeichen in der Formel (48.) 
werden aus der Summe JS^**^'^z^'^^ erhalten, wenn man dem Index i respective 
die Formen 4t und —(4^1), 4f-{ 1 und —(4t-f 2) giebt. 
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Da 

(»«•• = ö"- = (_!)', p^-f (,^ = a' -f <r» = 0, p' -I- p-' = a+ <r-» = >'2, 

so folgt aus (47.) fflr is = a ond aas (48.) für 2 = (>, wenn man letzlere 
Gleichung mit ^\-q~^ dividirt, 

49. /7j(l~v''+*)(l+^'+V)(l + y^'+»0{ = 2<ff 

= .2:(— l)'y'"-'-|-y2.S(-l)Y*''+«* 

Setzt man in diesen Gleichungen jp' fflr ^ und also — a fOr a, so ändert sich 
in den Ausdrücken rechts blofs das Zeichen von y'2. Man erhfilt daher durch 
Muhiplication je zweier durch diese Änderung aus einander abgeleiteten Formeln, 

51 . n 1(1 — ^'"+7(1 -|- /••-H)j 

52. i7}(l--y'*^-7(14-y*'-^*)I 

s= jx(— i)'y^*'"+'1*— 2;s'(^i)'^'*'<*'"+'>..2'(-t)'y">'^*'+'' — {:?(-i)'y(^+*K««>i)|« 

Die beiden anendlichen Prodncte kann man jedes in swei eUipiu^ noend- 
liche Producte serfflllen, and erhalt auf diese Weise fflr die vorstehendoi Aas- 
drücke noch andere Darstellungen durch Doppelsommen, Man bat nflmlich 

58. //|(l-^*+7(l+<f*'+*)| =i7|(l~«^*+')'(l-^+*)l 'iJKi-f-^Ki-^'*)\ 

54. ir|(i-y'>7(H^^)l =^l(i-^^*)*(i-y''^')|.iTi(i-y>»xi-9*-^)i 
= .s(~i)V.-S(--i)'y'^+»> = {j?^'v— 2.sy<«*+»>'j.r(— 1)'^*"+»'' 

Weim man die Poraieln (51.) und (53.) mit einander vergleicht, und die 
Rdben, in denen die Exponenten von g die Form 8 t und in denen sie die 
Form 8t -f- 2 haben, besonders gleich setzt; ferner in den so erhaltenen Gleichun- 
gen q fär ^ setzt, nachdem man die zweite derselben zuvor mit ^ dividirt bat, 

30» 
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so kommt man auf die bereits froher gefondnen Gleichiiiigen A. (1) und A. (4) 
der Formelntabelle. 

Ebenso zerfAUt die durch Vergleichung von (52.) und (54.) erhaltene 
Gleichang in zwei Gleichungen, wenn man die Reihen, in denen die Eb^- 
nenten von q gerade und in denen sie ungerade sind, besonders einander gleich 
setzt, Wenn man die zweite dieser Gleichungen durch q dividirt, und hierauf 
q far q^ setzt, so ergiebt sich die Formel A« (6). Wenn man dagegen in der 
ersten von diesen Gleichungen ^ fflr — ^ setzt, so erhAlt man eine neue Formel, 
55. ^qHi^-i-^^Hi'^hrj^^i^-^i^HHi'^iHi _: JSq^^^*'^^'^\ 

Man wird aber weiter unten sehen, dafs diese Gleichung in einer allgemeine* 
ren enthalten ist, welche unmittdbar aus der Fundamentalformel Hiebt» 

IV. z 3s einer primitiven 24ten Wurzel der Einheit. 

Setzt man in (21.) unter den Zeichen JS ftr i nach einander 2i und 
— (214-1)9 M erhalt man 

Es bedeute jetzt p dne primitive 24ste Wurzel der Einheit, welche in der 
vorstehenden Gleichung für z gesetzt werden soll. Da 

<»'+<»-'=(<»+r*)(^Hp"'-i)=((»+c-*)(y3~i), 

80 folgt aus (56.) flir « = f und nach DiTisioa mit ^-f^'S 

SeUt man q' fflr (fj so gebt ^3 und f' in —^d und —q^ Ob«r. Man er^ 
hilt daher aas (57.) eine zweite Formel, wenn man darin gleidiseitig ^^ and 
1^ in — (>' and — ^3 verwandelt. Durch Multiplicalion beider Formefai er- 
giebt sich, da 
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die folgende, 



^»- ^^ i + ^ 



Anderseits folgt aus (56.) ^ wenn man für z eine imaginire Cubikwnnel der 
Einheit nnd dann ^ ftr q setzt, 

Mnitiplicirt man diese Gleichung mit 

so erhllt man das unendUche Producte (58.) noch auf eine andere Art als 
Produet sw^er Reihen ausgedrflckt, 

. 6». nü=^^ß£n 

Wenn man in (58.) und (59.) die angedeutete Multiplication ausfahrt, indem 
man das Produet zweier Summen immer dimsh eine Doppelsumme ersetzt, so 
giebt die Vergleichung dieser beiden Formeln eine Gleichung zwischen zehn 
Doppdsnmmen. Diese Gleichung zerfftlh in drei einfachere, wenn man die Dop- 
pdsummen besonders einander gleich setzt, in welchen die Exponenten von q 
reqpective die Formen 3tf 314*1 und 3t-f 2 haben. Wenn man in diesen 
Gleichungen — q tto ^ setzt, nachdem man respective die zweite und dritte 
Glmdinng durch q und ^ dividirt hat, so Icommt die dritte auf die Gleichung A. (1) 
zurSck, nnd es werden die beiden andern Gleichungen, 

Je nachdem die Zahl f gerade =2f oder ungerade = — (2i-f 1) ist, ver- 
wandelt sich 1(3*^4-0 in 6?4-t oder in (2ifl)(3f-hl) == 6i^4-5i+ 1. 
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Hienpas folgt, dafs man in (60.) die beiden Doppelsummen links vom Gleich- 
heitsseicben in die eine 

zusammensiehen kann. Zafolge A. (7.) werden in (61.) die zweiten Doppel- 
summen auf den beiden Seiten des Gleicbbeitszeichens einander gieicb. Die 
Gleicbung (61.) wird dadurch auf die folgende reducirt, 

Wir werden im Folgenden seben, dafs auch die Gleichungen (60*.) und (62.) 
in allgemeineren Formeln enthalten ist. 

Allgemeinere zur Classe (1, 1) gehörige Gleichungen zwischen 

Doppelsummen. 

Ich will jetzt zeigen, wie man unmittelbar ans den Fundamentalformeln 
drei allgemeine Gleichungen zwischen Doppelsummen ableiten kann, in welchen 
die Gröfsen q und z, welche sie enthalten , beide beliebig bleiben. Diese zur 
Classe (1, 1) gehörigen Gleichungen werden die Formeln A. (1) — (7) der 
Formelntabelle, so wie die im Vorhergehenden gefundenen Gleichungen (55.), 
(60*0 ^^^ (^^0 b'^ besondere Fille umfassen. Eine dieser Formeln komntf 
mit derjenigen, welche ich in der Anmerkung zur Formelntabelle mitgetheilt 
habe, Aberein, wenn man ftlr q and z beliebige Potenzen von q aetst, was 
dasselbe ist, e]» wenn diese Gröftea ihre völlige Allgemeinheit beibebaUem 

Man erhalt zwei von diesen allgemeinen Gleichungen, wenn man die 
beiden Formeln 

/r}(i^y^>^)(i+y^>^:^)(H^-^^«-0| c=: ^^v, 

/T{(l-y^'+^)(l-y^+^Ä)(l-y«+*OI = -S(-iyy'V, 
ferner die beiden Formeln 

mit einander mulliplicirt. Man kann nAmlich jedes der beiden unendiichen 
Producte, welche man nach geschehener Multiplioation erhilt, noch auf eine 
andere Art in zwei elliptische unendliche Producte zerfallen, von denen nur 
das eine die Gröfse z enthält, und erhalt hiedurch die beiden allgeneinen 
Formeln : 
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63. iTl(l-^*'"+7(l-/'+*)| ./7j(l-/'"+*)(l~y*"+»««)(l-9*'+='0| 

64 iT|(i+»»'+*)(i-«^+*)|.(«+«-»)i7i(i-y'-+»)(Hy''''«')(^4Y^'0! 

Da JE'y*<*'+*>=2-2'f^*'+*, so wird die erste Doppelsamme in (64,) 

vertauscht man in diesem Ausdruck die Indices t und k, und setzt hierauf 
wieder 2Sq^^'^^ für -2-^^»'+^), go erhält man 

oder, wenn man mit z dividirt und dann z fflr z^ setzt, 

Die beiden Formeln (63.) und (64*.) umfassen sSmmtliche Formeln 
A. (1) — (7) und die im Vorigen gefundne Formel (60*.). Setzt man nämlich 
in (63.) fOr q und z nach einander 

ys y*; y> 1; ^^ y» 

so erhftit man die Formeln A. (2)*), (4), (5). Setzt man ferner in (64*.) 
— q^^ fflr z und fOr q nach einander ^^ i^f if^ so erhSlt man die Formeln 
A. (3), (6), (7); setzt man in derselben Formel q^^ fflr z uud //* ffir q^ so 
erhall man A. (1); endlich, wenn man ^'^ fflr z und ^ fflr q setzt, die For* 
mel (60*.). Die Formel (63.) verwandelt sich in die oben S. 84 im ersten Hefte 
dieses Bandes gegebne, wenn man fflr q und z beliebige Potenzen von q aetit. 

Eine dritte allgemeine Formel kann man auf feigende Art aus der 
Fnndamentalformel ableiten. 

Man setze in der Formel 

fflr q nach einander die Werthe q-fÄ und — 9/^) und multipücire die beiden 
hiedurch erhalteneii Gleichungen. Da 

iT(l— y^+') = /7(l-/'+^)iT(l-v*'^*), 



*) In dieser Formel islin der zweiten Doppeliumme filr Zii\hk zu lesen 3 ji-|-3ApAp. 
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so findet man oaf diese Weise, 

oder, wenn man wieder für jedes Frodact sweier Reihra eine Doppelsamme 
und zugleich q, z {Ar q^, z^ setzt, 

65. n\{iJi^f^'^')\i-q^'^')\i^q^^'z){i^f'''z^)\ 

Setzt man in dieser allgemeinen Formel wieder 9^ fflr q und giebt der Grörse z 
den Werth y^S setzt man ferner rechts vom Gleichheitszeichen — 1 und — k 
fOr f und k, so erhält man die obige Formel (55.). Setzt man dagegen in der 
zweiten Doppelsumme rechts — -t — 1 und -^k—\ fflr t und k, wodurch sich 
jji+*+i In ^-(«+»+1) Ändert, und hierauf ^ und q für q und «, so erhftit man die 
obige Formel (62.). Diese particulAren Formehi (55.) und (62.) waren dadurch 
gefunden worden, dafs in den Fundamentalformeln fOr z primitive 16te und 
24te Wurzeln der Einheit gesetzt wurden, wahrend im VorhergehendeB die 
allgemeine Formel (65.) aus denselben Fundamentalformeln dadurch abgdeitet 
worden ist, dafs man für q die Gröfse q-f^ setzte, welche Methoden wesent- 
lich von einander verschieden sind. 

Neue Gleicbangen zwischen Doppolsummen, welche aus den der 

Transformation der 3ten und 7ten Ordnung angehörenden 

Modulgleichungen hervorgehen. 

Zu den zahlreichen in den vorhergehenden Untersuchungen aus einer und 
derselben Fundamentalformel abgeleiteten Gleichungen zwischen Doppelsnmmen 
will ich noch einige hinzufflgen, welche aus einer andern Quelle fliefeen, nftm» 
lieh aus den Modulgleichungen oder den algebraischen Gleiehungen BWfsdien 
den Moduln zweier elliptischen Integrale, welche in einander transformirt werden 
können. Unter den unendlich vielen Gleichungen dieser Art können Jedodi nur 
die auf die Transformation der 3ten und der 7ten Ordnung bezflglichen zu dem 
vorliegenden Zweck angewendet werden. Diese nehmen ihre einfachste Form w, 
wenn man die erstere zwischen den Quadratwurzeln und die letztere swischeB 
den Biqvadratwurzeln der Moduln und ihrer Complemente- aufstellt. Es wird 
nämlich die erstere eine lineare Gleichung zwischen dem Froduct der Quadrat-* 
wurzeln des gegebnen und transforroirten Moduls und dem Froduct der Qua- 
dratwurzeln ihrer Complemente ; die letztere eine lineare Gleichung zwischen 
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dem Prodnct der Biquadratworzeln des gegebnen ond transformirten Moduls 
nnd dem Prodnct der Biqnadratwnrseln ihrer Complemenle. Ich habe in den Fun^ 
damenfis S. 184 die Qnadratwnrsel des Moduls und seines Complemenls durch 
gebrochiiie Functionen von y ausgedrficlct, welche denselben Nenner haben, und 
oben S. 76 nnd 77 im Islen Heft dieses Bandes dasselbe in Bezug auf ihre Biqnadrat- 
wnrzel gelhan , und zwar auf vier verschiedene Arten. Setzt man in diesen Aus- 
drflcken q^ für q, so verwandeln sie sich nach der von mir aufgestellten Theorie 
der Transfornialion der elliptischen Functionen respective in die AusdrOcke der 
Quadrat« und Biquadratwurzel des durch eine Transformalion der itten Ordnung 
transformirten Moduls und seines Complements. Wenn man daher in dem Aus- 
drucke der Quadratwurzel des Moduls und seines Gomplements ^ för q und in 
den Ausdrflcken ihrer Biquadratwurzel q^ ffir q setzt, so wird man alle in die 
beiden Modulgleichungen eingehenden Gröfsen durch q ausgedrOckt haben, und 
zwar werden die beiden Producte, zwischen denen eine lineare Gleichung ge- 
geben ist, durch Brflche ausgedruckt werden, welche denselben Nenner haben. 
Die beiden Zähler derselben und ihr gemeinschaniicher Nenner werden Doppel- 
summen von der hier betrachteten Art, und es wird daher durch Multipli- 
cation mit dem gemeinschaftlichen Nenner jedesmal eine Gleichung zwischen 
diesen drei Doppelsummen erbalten. In mehreren dieser Gleichungen triflfl es 
sich jedoch, dafs die allgemeinen Glieder zweier von diesen Doppelsummen nur 
im Vorzeichen verschieden sind, und sich daher in eines zusammenziehen las- 
sen. In diesen Fällen erhält man aus den beiden Modulgleichungen Gleichungen 
zwischen nur zwei Doppelsummen, doch wird in der einen das allgemeine Gesetz 
der Vorzeichen einen complicirteren Ausdruck haben. Die Modulgleichung, die 
sich auf die Transformation 3ter Ordnung bezieht, führt zu einer zur Classe C. 
oder (3, 3) gehörenden Formel. Die auf die Transformation 7ter Ordnung be^ 
zOglicbe Modulgleichung fahrt durch Combinalion der verschiednen Ausdrücke, 
die ich oben für die Biquadratwurzel des Moduls und seines Complementes ge- 
geben habe, zu 16 Formeln, die sich aber, wenn man diejenigen ausschliefst, 
die in den Übrigen enthalten sind, auf 7 zurückführen lassen, von denen 3 der 
Classe (7, 7), 2 der Classe (7, 14) und 2 der Classe (21, 42) angehören. 

I. n = 3. 
Wenn man durch eine Transformalion 3ler Ordnung oder durch eine Sub- 
Blltution von der Form 

^ 1-fcsm^* 

CreUe*! Journtl f. d. M. Bd. XXXVU. Heft 3. 31 
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die Integrale 

f rfy f dtp 

in einander traosformiren kann 9 so findet zwischen den beiden Moduln Ar und l 
nnd ihren Complementen k^=^i{\—l^)^ )J = jf(i—X^) die einfache Gleichnng 

y(*'x')+y^(*A) = 1 

Statt, welche zuerst von Legendre in seinem ^Traite des Fonctions Elliptiques'* 
aufgestellt worden ist. Snbstituirl man in den in den Fnndamenlis gegebnen 
AnsdrQcken von y/A: und -^k, 

fOr q die GrOCie ^, so erhalt man 

yi = — ^-5^75 — ^ V* 2^ — 

Wenn man diese Ansdrflcke in die Hodul^eichung snbstiluirt, so ergiebt sich 
die folgende Formel, welcher ich das den Doppelsnmmen gleiche unendliche 
Froduct in seiner Normalform beigefflgt habe, 

XIIL 

Diese Formel gehört der Chsse (3, 3) oder C. an, nnd kann den oben gegebnen 
Formeln dieser Classe hinzngefflgt werden. 

Die in XIIL links vom Gleichheitszeichen befindliche Doppelsnmme besitzt 
die Eigenschaft, dafs wenn von ihr blofii di^emgen Glieder, deren Exponent 
durch 3 aufgeht, genommen werden, fflr welche t die Form 3 1 annimmt, nnd in 
denselben y f&r ^ gesetzt wird, man auf die ursprOngliche Doppelsnmme wieder 
zurQckkommt» Dieselbe Eigenschaft lilst sich auch von der hinler dem letzten 
Gleichheitszrichen befindUchen leicht erweisen. Um nftmlich alle Glieder, deren 
Exponent durch 3 theilbar ist, zu erbalten, hat man in derselben unter dem 
Zeichen S nur — (3t-f 1) für t zu setzen, wodurch sich 4i^-f '3'4'1 >n 
i2f'\'i8i'{'3 Terwandelt; setzt man hierauf f f Or ^ und vertauscht die In- 
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dices f und k, so kommt man auf den orsprOnglichen Ausdruck zarQck. Es 
giebt daher die besondere Vergleichnng derjenigen Glieder der Gleichung XIIL, 
deren Exponent durch 3 theilbar ist, wieder dieselbe Gleichung XIII., nur dafs 
in ihr ^ für q sieht. 

Will man in XIIL die Glieder der Doppelsuromen besonders mit einander 
vergleichen, deren Exponent, durch 3 dividirt, den Rest 1 lafst, so hat 
man In der Doppelsumme links ±(3t-}-l) fAr i zu setzen, in der Doppel- 
summe rechls dagegen mufs man dem Index i die Formen 3f und St-f-l geben. 
Wenn man dann noch mit 2q dividirt und q für q^ setzt, ferner auf beiden 
Seiten die Indices t und k vertauscht, so erhilt man 

Die beiden Doppelsummen rechts kann man in eine zusammenziehen. Da nämlich 
12*»+10A:+2 = (2A:+l)(6A:+2), so sind 12ife*+2* und 12*^4-10*4-2 
die beiden Formen, welche die Zahl * (3 Ar 4*1) annimmt. Je nachdem * gerade 
s=2* oder ungerade = — (2*4~^) ^i^^* Man kann daher statt der vor- 
stehenden Gleichung einfacher die folgende setzen, bei welcher ich zugleich 
das den Doppeisummen gleiche unendliche Product in seiner Nomialform bd- 
gefilgl habe: 

2zr{(i4-y*^'+»/(i4.y*^+^}Xi-y^+"/(i4-v''''^^^ 

Wie diese Gldchong aus der Gldchung Xm. folgt, so wird sich rach 
kehrt aus ihr die Gleichung XIII. ergeben. Wenn nlmliok y<Il nnd f{q) 
Fonelion, welche fflr f = verschwindet^ und dureh fdq) eine andere Func- 
tioi q>(q) mittelst der Gleidiung 

definirt wird, so wird umgeketirt q>(q) aus f(q) durch die unendliche Reihe 

haitimmt Bezeichnet man eine der beiden Doppebommen in XIIL mit /*(f ), 
80 wird die auf dersdben Seite des Gleichheitszeichens befindliche Doppebunune 
in der aus XIIL abgdeiteten Gleichung i9>(f); nnd da immer aach/Ky) durch 
^(f) bestimmt ist, so folgt, dafl! wran die beiden Doppebnimmen der letzteren 
Clkdohnng einander glrich sind, aneh die beiden Doppelannunen in XIIL ein- 
ander gleich sein mflisen. 

31» 
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IL n = 7. 

In dem 12len Bande des g^egen wartigen Jonrnals S. 173 hat Herr Dr. 
Cfüizlaff^ die algebraische Transformalion der 7len Ordnung untersacht, und 
die auf diese Transformalion bexflglicfae Modulgleichung auf die einfache Form 

gebracht. Jede der beiden Gröfsen ^k und j/k^ habe ich oben durch ]vier 
verschiedene Brflcbe ausgedrOckt. Es ist nimlich 

^J r* = — ^5573^7 — » r* = — 2;p47— 9 



66. 



V2.l(q2(-iyq^'^' t,Ej_ £(-i)W 



»3 y* = 2^75 — ^ y*^= — j^y«^ f 

wo die neben einander gestellten BrOcbe denselben Nenner haben. 

Wenn man in diesen Ausdrflcken für q die GrOfse q^ seist, so erhilt 

man 4 verschiedne Erflehe für jede der beiden Gröfsen yi und ^X', wdche 
wieder respeclive dieselben Nenner haben. Man substituire jetzt beliebige die- 
ser Ausdrflcke von jfk, jfk^, j/l, j/V für diese Gröfsen In die Modulgleichung^ 
indem man jedoch flhr ^k and ^k und eben so fUr yi mmd ^l' gläek^ 
zmüg imwMr nur JBqfenijfen Brücke eetmt, welcke dencMen Nenner koken. 
Es werden dann jedesmal auch die Ausdrflcke von jfijkX) und yC^^it') einen 
gemeinschaftlichen Nenner haben, und es wird sich durch Multiplication mit 
demselben Jedesmal eine Gldchung £ wischen dit^eii Doppelsummen ergeben. 

Bezeichnet man die aus den Formeln n), 6), c), d') durch Verwandlung 
von 9 in f ^ hertrorgehenden Formeln respeclive mit a), /3), ;^), J), so eige- 
ben sidi auf die angegebne Art aus der anen Modulgleichung 16 GleidnoH- 
gen zwbcheii Doppelsummen, welche dadm^h erhallen werden, dafii man Jede 
der Formeln tf), &), 0) ^) ^^ J^^' '^ Formeln a), /3), 7^), i) eomblnirt 
Diese Gleichungen werden zu CTassen gehören, von denen in den vorhergehen^ 
den Untersuchungen noch kein Beispiel gefunden war. Es gehtia nindich die 
Combinationen 
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aa, hß, cy, dd GleichoDgen der Classe (7^ 7); 

hy, bä, eäl n ia^ 

cß.dß.dri - /" ^ ^^'"^• 

Diese Gleiohnngen lassen sich jedoch, wenn man nur die wesentlich verschied- 
nen von ihnen betrachten will, auf eine viel geringere Ansahl znrflckfQhren. 
Es werden nSmlich die aus den Combinationen da; bd, dß, dy; ad, dtt her- 
vorgehenden Gleichungen respecttve aus den durch die Combinationen cy; 
^Yi cßß ^^9 ^Y» ^^ gefundnen durch blofse Verwandlung von q in — q er- 
hallen. Es ergiebt sich femer bei nAherer Untersuchung, dafs die aus den Com- 
binationen by, aß, ay entspringenden Gleichungen respective In den durch 
die Combinationen cß, ba, ea gefundnen enthalten sind und aus ihnen dadurch 
abgeleitet werden können, dafs man die Glieder, deren Ejqponent durch 7 auf- 
geht, besonders mit einander vergleicht. Ich werde daher in dem folgenden 
Tableau nur die 7 aus den Combinationen 

aa, bß, ey; eß, cd; ba, ca 

hervorgehenden Gleichungen zusammenstellen, aus denen die flbrigen folgen. 
Die diesen Gleichungen binzugefflgten unendlichen Froducte habe ich in einer 
«nfachen, nicht in der Normalform dargestellt, da in diesen Fallen das allge- 
meine Glied der Normalform eine aehr grobe Faclorenauzahl umfafet» 

XIV. 

SS Jg-K— l)W'+»'+»+»J _(_iy-t-M ^IO'«+8i*H-*+«l 

«= a-sc-i/^-V''"^'"""^*^' «t « 
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M. (7, 14). 

= 2-Z(— iyy'*+***'+'+^*+* 

= :?(— 1)'^+^»'— ^(— i)'+y+***' cd 

N. (21, 42), 

1. 2yi7|(l+^*'+»)(l-.^'+«)(l— y««-^«)| 

= 2-r(— i)V'*^*'^"^'**^' • ** « 

2, il|(l-y+0'(l-y-*'')(l-^'''"') 

= ^(_iy+»yK2.-H«*»+7*) ^^ ^ 

Wenn man in den drei Gleichung^en L. nnd der Glelchnng H. (2) die 
Glieder besonders vergleicht) deren Exponenten, durch 7 dividirt, respeclive 
die Reste 2, 6, 0, lassen, so wird man wieder auf ihnliche Gleidrangen 
snrQckgefahrt. Ans dieser Eigenschaft lassen sich, wie die folgenden Belradi« 
tnngen zeigen, ähnlich wie in L, besondre Formen schlie&en, welche die durch 
die Doppelsummen ausgedrackten Reihen haben mflssen. 

1. Die Zahl i(3i'-{-t) eibfitt die Form 7i-{-2 nur ffir die Werthe 
von if welche die Form 7t-f 1 haben. Setit man 714-1 f Ar t, so Terwandelt 
sich K3?+*+10) In |(21?+7t+2) und 6?+2t4-6 In 7(42?+ 14t +2), 
und es erhAll (— 1)K<'^''> den entgegengesetslen Werdi. Wenn man daher in 
der Gleichung L. (1) nach Hultiplicatlon mit 9* nur die Glieder beibehClt, deren 
Tbqionent durch 7 theilbar ist, und in denselben f fOr f^ setzt, ferner aiit 
—q dividirt und die Indices t und k vertauscht, so werden auf beiden Seltea 
der Gleichung wieder die ursprOnglichen Doppelsnmmen erhallen werden. Be- 
zeichnet man daher die auf den beiden Seiten von L. (1) befindlichen Doppel- 
summen mit /"(f), so wird 

wo fi(g) eine Fanction von ^ ist, in welcher kein Exponent die Fora 7i-\-2 
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hat Ans dieser Gleichung ergiebt sich amgekehrt f(g) durch fi(q) miUelst der 
Formel, 

nv) = M)-9'M') + ^'^'rii9n-^^^^^^^ etc. 

Das Characterisliscbe dieser Form der Reihe f(q) besteht darin, dafs, wenn 
man den Theil derselben, welcher die Glieder nmfa&t, deren Exponent durch 
7** dividirt den Rest ^(7'*— 1), aber nicht auch durch 7*+' dividirt den Rest 
^(7-+i_l) laßt, durch (— ir^^^'^-YiCO ausdrückt, die Function ^(y) für 
jedes m dieselbe bleibt, und die Glieder der Reihe f{q) enthfilt, deren Expo- 
nent durch 7 dividirt nicht den Rest 2 IfifsL 

In der Gleichung L. (1) ist die Doppebumme hinter dem zweiten Gleich- 
heitszeichen eine ungerade Function von q; man beweist leicht, dafs dies auch mit 
der Doppelsumme vor diesem Gleichheitszeichen der Fall ist, indem der Factor 
(_l)KW+'+»>_(_iy+* = ist, so oft der Exponent i(3?4.21ife*+i+7*) 
gerade ist. Weil hier die Function f(ff) eine ungerade ist, mufs auch fi(f) 
eine ungerade Function sein. 

2. Man multiplicire die Gleichung L. (2) mit q, und behalte blofs die 
Glieder, deren Exponent durch 7 aufgeht, was dadurch geschieht, dafs man 
— (7t+2) für • subsüluirt, wodurch 2?-ft+l sich in 7(14?+7i+l) ver- 
wandelt. Setzt man hierauf q für q' und dividirt mit q, so erhfilt man nach 
Vertauschung der Indices wieder auf beiden Seiten der Gleichung die ursprüng- 
lichen Doppebummen. Bezeichnet man daher die Doppelsummen in L. (2) mit 
f(/f) und mit f^^q) die Glieder von f(q)y in welchen kein Exponent die Form 
7ii-}-6 hat, so wird 

Man erhält hieraus für f{q) die Form 

A(y)+//i(^^)+^''-ri(f'')+y^'-Yi(f )-i-etc. = nq). 

Das Charaeteristische dieser Form besteht darin, dafs wenn man die Glieder von 
qf(q)^ deren Exponent durch 7*, nicht aber durch 7*""^^ aufgeht, durch den Aus- 
druck 7^/1 (O darstellt, die Function qfi(q) für jedes m dieselbe bleibt, und 
die Glieder der Reihe qf(q) enthfilt, deren Exponent nicht durch 7 aufgeht. 

3. Die beiden Doppelsummen in L. (3) gehen in sich selbst über, 
wenn man in den Gliedern, deren Exponent durch 7 theilbar ist, q für q^ setzt. 
Hieraus folgt, dafs sie die Form 

/i(y)+/;(yO+/i(y^O + etc. 
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haben 9 we fgifj) eine Reihe bedeutet, in der kein Exponent durch 7 Iheilbar 
ist. Bezeichnet man daher den Theil derselben , welcher die Glieder nmfafst, 
deren Exponent durch 7"*, aber nicht durch 7""^^ aufgeht, mit fi(jf^)^ so bleibt 
f^ijl) far jedes m dieselbe Function. 

4. Betrachtet m^u in M. (2) diejenigen Glieder, deren Exponent durch 
7 theilbar ist, setzt in ihnen — q fQr y^ und kehrt alle Zeichen um, so kommt 
man wieder auf die ursprünglichen Doppelsummen zurflck. Bezeichnet man da- 
her diese Doppelsummen mit f{q)y und umrafsl mit /\(y) die Glieder dersel- 
ben, die einen durch 7 theilbaren Exponenten haben, so mufs die Gleichung 

Statt finden, woraus 

nq) = ri(y)-A(-^7+ri(0-/;(-v'')+ etc. 

folgt.» Diese^ Formel zeigt, dafs wenn man in fiq) alle Glieder, deren Expo- 
nenten durch 7"*, aber nicht durch 7*"+^ theilbar sind, durch den Ausdruck 
(_1)"/;((_1)-^'^ umfafst, fi{q) für jedes m unverändert bleibt. 

Man kann noch aus andern Darstellungen der Modulgleichung Gleichun- 
gen zwischen Doppelsummen ableiten, welche aber in den im Vorhergehenden 
aufgestellten Formeln enthalten sein werden, weshalb die folgenden Andeutun- 
gen genflgen mögen. Die Gröfsen 

M y*, Tfi/, iikn Tfk 

lassen sich durch Brfiche darstellen, welche alle denselben Nenner 2q^* haben, 
während die Zähler Beiben ähnlicher Art sind« Fflr y(ArAO erhält man einen solchen 
Bruch, wenn man den Werth von yk aus (66. c) mit ^em Werthe von ykf 
aus (66. df) mulliplidrL FÖgt man aus (66.) die mit dem Nenner Sq^ behaf- 
teten AusdrQcke der andern 4 Gröfsen hinzu, so erhält man 

Bedeutet X irgend einen transforroirten Modul, so folgt hierans, dab^ ao oft 

man zwischen den 36 Gröfsen, welche aus der Mulliplication von 1, jfi^, yk, 

yV, i(kie)^ ik mit 1, y^l', y^l, il\ ^{lÜ)^ il erhalten werden, eine lineare 
Gleichung hat, sich aus derselben auch eine Gleichung zwischen Doppd- 
snmmen der hier betrachteten Art ergebt. Multiplicirt man z. B. die Modul- 
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gldehiing f{krx')^y(kl)^i mit f{k^V) oder mit f{kX) nnd snbstituirt in 
den hieraos ejotstehenden Gleichniigen, 

I gemeinscliafi- 
lie mit den obi* 
)nen Beispielen 
ingen zwischen 
ifle ich. We- 
ffodnlgleichnng, 




', welche man 



hungen, welche 
Jiallen sind, in 
ich dnrch Snb- 
lion mit einer 



Doppelsummen 
len kann. Die 
wobei gemein- 
igen A* 1 — 6. 
habe ich dnrch 
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Zweite Formelntabelle. 
Allgemeine Gleichungen zwischen Doppelsommen. 

Parliculäre Gleichungen zwischen Doppelsummen, deren Exponenten 
ähnliche quadratische Formen haben. 

[j?a?4-2yy] 

s= jg*/ jy+»^[(o*+i)Hnü*+i)»i _- j^/ i)»^(öi+i)»-i-8(3*+i)- 

2. ^ /7 1(1 — y^*'+^*) (1 -^•+«; (1 — y*^^*') (1 -^•+«*)} 
= Jf^ l)K«'-0+*^(«+i)H«(0*+i)» 
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[j?ar-f3yy] 

2. ^*/7 j(l -^"'+") (1 — y«'+«) (1 -y'''+«)»} 

Jg'^I(3i+l)»+27i»] ^^(3i+l)«+3(3JH.l)»] 

= J2'ö^ö'+*)'+^Ö*+l)t _ 2 ^^(6/+l) H27(4I+1)« 
■ JT/ |y+*^(Ci-»-I)»+3(0A+l)t 

1. 2^/7|(l+y^'+»)(l+^+*«)(l— y«»''+«)(14-^^^ 

/J ^i0i+2oir>xi 

2. 2y«/7I(l+y^'+^«)(l+y"'+*«)(l-/^>")(14.9^^^^ 

3. n 1(1 — y^ß-'-H^)^ (1 -^*^>^«) (1 _y"^-+56)' (1 _y"^'>"^)j 

= ^(— iy+*y»<'*+"*">. 

Pariicalire Gleichungen zwischen Doppelsumnen, derea Exponenten 
in wesentlich verschiedenen quadratischen Formen enthalten sind. 

^77|(1+ y"^'+«)(l-y^+»y| 

— ■ ^/„ly'+A^^ue'+D^+sceHi)») -_ jjr/_i)»^6C(W+i)»-Hi*»j^ 

32» 



252 i/. C. G. J. JacQbi, über Reihen^ dereti Exponmien ztccl q^iadr* Formen Aaben. 

//7(1— ^+*»/ 

= jE'(_iy+*yn(8i-»-i)«+cm-i)'] 

[a?a?-f2yy, a;a?-|-3yyj 



*) In der entoprechenden Formel der erüen Pormelntabelle ifl fBr J7(l— ^-t*')* xu 
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. — j£f iy+»^*+i)«+ni» 

3. y'ilKH y«'*+'*)(l -y*'*+»/| 
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[j:a?-j-7yy, arx-{-14yy und 2a?ap-f-7yy] 

2y^/r|(i+y«*'*+«)(i-y*^'+*«^)(i-/'''+«^)| 

= ;S'|(_l)K**-*)_(_iy+»|^*'+*)«+7(cHi)« 
q'n\{i -y^'+^*)^ (1 -^*«^ *-«) (1 -g'^'^-^^)\ 

= ^(_i)K*«-Ä)+«^«i*+7(6Mi)» 2-2'(— iy'«"*ff^**-**>*'*"^*^^+*>' 

— ^/ jy+»^w»+7(G*+i)« 

(Die Fortsetzung folgt) 
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12. 

Über die Kennzeichen der Convergenz eines 

Kettenbruchs. 

(Von dem Herrn Dr. Slern, Universitats-Docenten xu Göttingeq.) 



1. JUei allen analytischen Ausdrflcken, welche aus einer ins Unend- 
liche fortgehenden Anzahl von Operationen zasammengesetzt sind, ist die Frage, 
wie man Kennzeichen ihrer Convergenz oder Divergenz finden könne, von der 
höchsten Wichtigkeit. Nach dem gegenwärtig vorherrschenden Sprachgebrauch 
nennt man nur solche Ausdrflcke converffirende, bei welchen man sich einem 
einzigen endlichen Werihe desto mehr nfihert, je weiter man die angedeuteten 
Operationen fortsetzt, während man alle flbrigen als divergirende bezeichnet. 
In dieser Weise sind aber offenbar unter dem Namen divergirender Ausdrücke 
zwei Gattungen zusammengefafst, die sich ihrem Wesen nach so sehr von 
einander unterscheiden, dafs es nicht angemessen scheint, sie durch einen und 
denselben Namen zu bezeichnen. Bei der erelen Gattung wächst der Werth, 
«reicher einer beliebigen Zahl anfänglicher Operationen entspricht, mit dieser 
Zahl, Aber jede angebbare endliche Grenze hinaus. Bei der zweiten Gattung 
dagegen nähert man sich zwar nicht mehr einem einzigen endlichen Werlbe, 
wohl aber, je nach der verschiedenen Zahl der ausgefahrten Anrangs-Operatio- 
nen, verschiedenen , jedoch voUkommen bestimmten endlichen Werthen. Im 
Folgenden werde ich daher nur die in der ersten Gallung enthaltenen Aus- 
drffcke ald dbergirende bezeichnen, die zur zweiten gehörenden dagegen 
oscillirende nennen, und eben deswegen der Convergenz nicht die Dicer* 
genZf sondern die Nichtconvergenz entgegen setzen *). In diesem Sinne ist 

z. B. die Reihe 

2 3,4 5 

m^^ rn-mm ^iM> »f» ■ i- «— ->— • • « • • 

i 2*3 4 
zwar keine convergirende, aber auch keine divergirende, sondern eine oscilli- 
rende Reihe, indem man sich einem der zwei Werlbe log2 oder 1-f Iog2 immer 



*) Das Auffinden der verschiedenen Werthe, welche einem osciilirenden Ausdrucke 
entsprechen, scheint mir eine der Mathematik nicht minder würdige Aufgabe zu sein, als 
die Bestimmung des einzigen Werthes eines convergirenden Ausdrucks. In den bekann- 
teren Werken Ober Analysis vcnnibt man jedoch alte hierauf abzielenden Untersuchungen. 
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mehr nähert, je nachdem man eine immer gröfsere gerade oder nngerade An- 
zahl Anfangsglieder zusammennimmt. 

2. Mau ist bis jetzt vorzBglich bemOht gewesen ^ fflr die unendlichen 
Reihen Kennzeichen ihrer Convergenz oder Nichtconvergenz zu finden. Fflr 
die unendlichen Producte bat man die entsprechende Untersuchung auf die 
unendlichen Reihen zurflckgeföhrt *) und am wenigsten sind noch dieKetten- 
brflche in dieser Beziehung behandell. 

Zwar ist es leicht, jeden Kettenbruch in eine gleichwerlbige Reihe zu 
verwandeln und so die Frage Ober die Convergenz eines Kettenbruches eben- 
falls auf die Ober die Convergenz einer Reihe zurflckzufflhren. Allein diese 
entsprechende Reihe erscheint in der Regel in einer so verwickelteii Gestalt, 
dafs ihre Beschaffenheit nicht leicht zu erkennen ist; und diese Schwierigkeit 
ist es, an welcher bis jelzt die Versuche, Regeln Aber die Convergenz oder 
Nichtconvergenz der KettenbrQcbe aufzustellen, gescheitert sind. 

Ist nemlich der ins Unendliche fortlaufende Kettenbmch 



gegeben, und bezeichnet man^ wie ich es schon frflher gethan habe, durch 
a, a^ den Zfihler, durch Hi, a^ den Nenner des gewöhnlichen Bruchs**), in 
welchen der endliche Kellenbruch 

a\^ 



^ 



am 
reducirt wird, so kann man, wie bekannt, den Kettrabruch (1.) in die un- 
endliche Reihe 

2. ii + A *ii«_ + _AML__ 

verwandeln, welche mit dem Kettenbruche vollkommen identisch ist, so dafs, 
wenn man Ketlenbruch und Reihe beide abbrechen Ififst, indem man z. B. b^ = 
setzt, auch der endliche Ketlenbruch 






♦) Ctmchy, Cours d'analyse Note 9. 

♦♦) Theorie der KeUenbrüche S. 4. {Crelle Journ. f. d. Mathem. Bd. 10. S.4.) 
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der endljehen R^he 

gid€b ist. In denselben Fallen, in welchen die Reihe (2.) convergirt, oder 
nicht, wird dies mithin anch bei dem Kettenbmche (1.) der Fall sein, nnd es 
kirne daher nnr darauf an, fflr diese Reihe allgemeine Kennzeichen ihrer Con* 
Tergena oder Nichtconvergena an finden. 

3. Die Untersnchnng wird einfacher, wenn man, wie €9 hn Folgen^ 
dem immer geschehen soll, von der besondern Yoranssetznng ausgeht, dafs 
aimmtliche in dem Kettenbruche (1.) Torkommenden Gröfsen positiv sind. Unter 
dieser Vorausselsung kann der Kettenbruch (1.) nie tKvergiren, sondern nur 
eamvergirenp oder aseiUiren, da sein eindeutiger oder vieldeutiger Werth zwi- 
schen den Grenzen a und a-f— ^ eingeschlossen ist; Dasselbe gilt mithin auch 

von der Reihe (2.). Da aber alsdann die Glieder dieser Reihe abwechsebd 
positiv und negativ sind, so wird sie, nnd mithin auch der Kettenbruch, wie 
bekannt, convergiren, sobald der Werth ihrer Glieder zuletzt unter jede an- 
gebbare endliche Grenze hinabsinkt 

Bezeichnet man das GUed V«--*^ der Reihe (2.) durch G,, so 

hat man (ohne Rflcksicht auf das Zeichen): 

oder, da 

Gm-i i 





o. 




Mm setie sar Abkflnnng 








6.+i _ 1 






0, ifi.+i 


und eben » 




6^n _ i 
Q. «. w.; 


•0 ist 








«.♦. 


11 iß 

TS '-S •••• *■ '^n- 
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Da von den Gröfsen K^^^^ K^^2 Q« s. w. keine kleiner als die Einheit ist, 
so wird das Prodoct 

_1 1 1_ 

entweder gegen Null, oder gegen einen Werth, der zwisclien Null und der 
Einheit liegt, convergiren. Im ersten Falle ist lim. Cr^^.^ =: 0. Dann ist die 
Reihe (2.) und daher auch der Kettenbmch(10 convergent. Im zweiten ^alle 
convergiren die Glieder der Reihe gegen einen und denselben Werth, der gröfser 
als Null ist. Bezeichnet man diesen Werth durch D, so erhalt man 

lim.(«?,-6?,+,+«?,+2-C.+3....) = D-D + D-D....i 
d. h. die Reihe oscillirt; und zwar convergirt sie abwechselnd gegen einen von 
zwei Werthen, die man durch W und W'\'D bezeichnen kann. In diesem 
Falle oscillirt also auch der Ketlenbruch, und seine Näherungswerthe con- 
vergiren abwechselnd gegen einen der zwei Werlhe W und W-^-D. 

4. Vermöge der Gleichung 
kann man statt der Formel (3.) auch schreiben: 



Gn j I •»+! 

mithin ist 






£1 ^^ 



' + -C 






+i 



oder, wenn man ^;'*"^" - ==A^.^ setzt, 
^«+1 

t 
Hieraus folgt allgemein 

Dieser Ausdruck wird sich aber unbegrenzt dem Wertbe Null nAhem, wenn 
bei wachsendem n die Grenze von jxT" kleiner als die Einheit ist, d. h. wenn 
lim.A«>>0, und dies giebt folgenden Satz: 

Der Kettenbmch (1.) wird convergiren, wenn ^üfü bei onbegrenst u- 
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nehmendem n immer ^ö&er als NoU, d. h. wenn — ^^^ eine endliche 
Gröfse bleibt. "^""*^* 

bt Iim.A«=:0, so wird noch immer lim.£r«^p = sein, wenn 

d. h. wenn 

«"•[(«-iTstrXi-rfe) ••••] = «'"• 

Nach bekannten Regeln wird aber die Grense dieses Prodncts Null sein, wenn 
die Reihe 

«ne divergirende ist. Hieraos folgt nachstehender Satz: 

Der Ketienbrnch (1.) wird convergiren, wenn die Reihe (5.) divergirt 

nnd zugleich lim.^±i^ = ist. 

6. Die beiden vorstehenden Sätze sind, so viel ich weifii, die ein- 
zigen, welche man bis jetzt in diesem Gebiete kennt Der Weg, anf welchem 
sie hier gefanden wurden, fahrt Jedoch viel weiter*). 

Zunächst bemerke man, da& sich diese zwei Sfitze in einen einzi- 
gen zusammenziehen lassen. Die Reihe (5.) divergirt nemlich sicher, sobald 
lim.A«>0 ist, daher: 

Satz 1. Der Kettenbmch (1.) converßirt, wenn die Reihe, deren 

allgemeines Glied die Form 

1 



* Om^l am 

hat, eine dherghrende ist. 

Wenn dagegen die Reihe (5.) coniver^tj so kann der Kettenbruch (1.) 
sowohl convergiren als oscilliren. FOr diesen Fall dienen folgende Betrachtungen. 

Entwickelt man die Formel (3.) noch weiter, so findet sieb 

Gh^ _ 1 

G. 






*) Den ersten findet man in den ^Handbuch der algebraischen Analysis von Dr. Ofkar 
SehKmilek'% den zweiten in der Inauguraldissertation ^Disquisitiooes nonnullae de fractio- 
nibus coBlinuis aoct. P. F. Arndt, Sandiae 1845." 

33» 
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Setst man 



80 ist 



Hieraas folgt 






also wird der Ketlenbnich oscilliren, sobald das Prodoct 



1 1 



gegen eine Grenze convergirt, die gröfser als Null ist. Dies ist aber der 
Fall, wenn die Reihe 

convergirt. Mithin 

Sats 2. Der Kettenbruch (1.) wird oseiUiren, wenn die Reihe, deren 
allgemeines Glied die Form 

1 



i4 



»»+1 1 



«A-l-l 



hat, eine concergirend» ist 

So X. B. mub der Kettenbmch 

7 1_ 
2 

1 ' "* 



in welchem der ute TheilUhler =2^**+"' ist, nothwendig om/lrnm* Denn 
hier ist das allgemeine Glied der entsprechenden Reihe (6.) 

1 



*'T-i^2*«*-*> •+"•*>' 



welcher Ausdruck bei wachsendem n gßgen -^convergirt und kleiner als die- 
ses ist. Die Reihe convergirt also eben wie die Reibe, deren aUfeneiBes 
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Glied -^ isU Wirklich findet sich, wenn man die ersten Nflherangswerthe 
des Ketlenbrachs (7.) berechnet: 

1; 0,3333....; 0,8181....; 0,3596....; 0,8100....; 0,3603....; 
0,8099....; 0,3603....; n. s. w.; 
woraus xa sehen, dafs die geraden Nfiherongswerlbe gegen einen bestimmten 
Werth, nnd die ungeraden gegen einen andern bestimmten Werth convergiren. 

B. Da das allgemeine Glied der Reihe (6.) grOfser ist, als das ent- 
sprechende Glied der Reihe (5.), so mufs die Reibe (5.) convergiren, wenn die 
Reihe (6.) convergirt, und die Reihe (6.) mufs divergiren, wenn die Reihe (5.) di- 
vergirL Wenn dagegen die Reihe (5.) convergirt, während die Reihe (6.) divergirt, 
so bleibt die Beschaffenheit des Kettenbrucbs zweifelhaft und man bedarf neuer 
Regeln, su welchen die Fortsetzung der vorhergehenden Betrachtungen fahrt. 

Setzt man 

SO folgt ans der weitem Entwickelung der Formel (3.): 

und hieraus durch ähnliche ScblAsse, wie sie im Vorhergehenden angewandt 
wurden, dab der Kettenbrnch convergiren wird, wenn das Product 

i 1 

Null ist, d. h. wenn die Reihe 



8. 



«»»4.1 I im^t 



divergirt Da nun das allgemeine Glied dieser Reihe grOfser ist, als das ent-* 
sprechende Glied der Reihe (5.), so kann erstere Reihe divergiren, wenn 
letstare convergirt, und mithin die Convergenz von Kettenbrflcben nachweisen, 
deren Beschaffenheit durch die Reihe (5.) nicht wQrde entschieden werden. 

7. Es ist nun leicht, das allgemeine Resultat dieser Betrachlungen aus- 
zusprechen. Bekanntlich ist*) 

•i — ^• 



». 



•) Yergi. ^Theorie der Kettenbrflche'' S.7. ifireUe Joum. f. d. H. Bd. 10. S. 7.) 



262 "• Stern ß Kennzeichm der Convergenz eiuei Keiienhr%ich9. 

md seil 



Substilairt man diesen Werth in die Formel (3.) und setzt 



so ist %^ kleiner als jeder der Werthe 

1 1 1 



i+T^*o' 1+r^*.' *+T^*/ 

* ^»+1 0«+i 0*4-1 



dagegen ist -^^ gröfser als jeder der Wertbe 



(in 

i i i 



1 - .. ' «n 9 



• • * • 



i+r^*.- *+T^A. i+f^". 

ftn+l ^»+1 ^«+1 

Eine wiederholte Anwendung der frflheren Betrachtungen fahrt mitbin 
zn folgendem Resallate: 

Der KetUnbruch (1.) wird converffireHp wenn eine der Reiken 
divergirt, deren allgemrines Glied in der Folge 

***• ,+ »-..•' /+-^.*' ,V»ai' 

enthalten ist} dagegen wird er oseilliren, wenn eine der Reiken eon^ 
vergirt, deren allgem^nes Glied in der Folge 

Qn-k^l A| «»+1 A| * ««+1 *» 

enthalten ist. 

8. Ans den Elementen der Theorie der Kettenbrfldie folgt: 
Erstens. Dafs die geraden Näherungs werthe A|, A3, A5, .... airamt* 
lieh gröfser sind als die ungeraden Nflherungswerthe A», A29 A49 • • • • Mithin 
sind auch die in Ol.) enthaltenen Ausdrflcke gröfser, als die in (10.), nad 
die Reihen, welche erstere zu allgemeinen Gliedern haben, mflssen daher direr- 
giren, wenn die Reihen divergiren, deren allgemeine Glieder in der Folge 
(10.) enthalten sind. 

Zweitens. Dafs jeder spätere unter den Ausdrücken Ai,* A2, .... 
gröfser als ein vorhergehender, jeder spfitere unter den Ausdrflcken Ai, A„ .... 
kleiner als ein vorhergehender ist. Mithin kann unter den Reihen, deren all- 
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gemeine Glieder in (10.) enthalten sind, eine spfilere dherßiren, während 
die früheren converffirenj so wie unter den Reiben, deren allgemeine Glieder 
in (11.) enthalten sind, eine spfitere converyiren kann, während die früheren 
dwerjfiren. ^ 

9. Der allgemeine, in (§. 7.) aufgestellte Salz reicht indessen keines- 
weges in allen F&Uen hin, die Beschaffenheit eines Keltenbruchs zu beur- 
theilen; es lassen sich vielmehr sogar sehr einfach gebaute KeltenbrOche an- 
geben, bei welchen er seine Dienste versagt. Es kann nemlich vorkommen, 
dafs die snccessiven Reihen, deren allgemeine Glieder in der Folge (10.) 
enthalten sind, eonvergiren^ wfihrend diejenigen, deren allgemeine Glieder 
in der Folge (11.) enthalten sind, ditergiren. Oder es können die in Be- 
tracht kommenden Reihen, deren allgemeine Glieder jedenfalls immer com- 
plicirter ausfallen, eine je spätere Reihe man zu wählen hat, so {geschaffen 
sein, dafs die Beurtheilung ihrer Beschaffenheit nicht leichter ist, als die des 
Kettenbrnchs. Man wird sich daher nach andern Mitteln umsehen mfissen. 

Offenbar wird man aber alles Wönschenswerthe geleistet haben, wenn 
es gelingt, die Untersuchung Aber die Beschaffenheit eines Kettenbruchs auf 
die Untersuchung der Beschaffenheit einer verhältnifsmäfsig viel einfacheren 
Reihe zurfickzufAhren. Auch die Theorie der Convergenz eines unendlichen 
Products besteht in nichts Anderem. Dafs dies aber wirklich geschehen kann, 
soll in Folgendem nachgewiesen werden. 

iO. Man sieht leicht, dafs man den Kettenbruch (1.) in einen andern, 
dem Werthe nach identischen, verwandeln kann, welcher unter der Form 

12. &+J -r- 



erscheint, wo 4r = a und dann allgemein 

Verwandelt man non den Kettenbruch (12.) in die identische Reihe 

\ "tT" ""^ te L ie I • • • • ^ 

wdche mithin zugleich mit dem Kettenbruche convergirt oder oscillirt, so haben 
zwei aufeinander folgende Glieder dieser Reihe allgemein die Form 

1 - 1 
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Der Werlh eines Ansdrncks wie Ati, Ar,^ oder At^ Ihm^i^ welcher ans einer 
geraie%% Anzahl Theilnenner zusammengesetzt ist^ kann aber^ wie bekannt, 
immer durch 1 -f A ausgedrOckt werden, wo R eine positive Zahl bedeutet, indem 

und (Arx,ArO,^=l ist*). 

Dagegen kann der Werlh eines Ausdrucks, wie Ati, A^^^i, welcher 
aus einer ungeraden Anzahl Theilnenner zusammengesetzt ist, immer durch ^ 

dargestellt werden, wo iS> einen positiven Werlh hat. Denn es ist 

WO (Ati, Ak 2111+1)2^ = All -j- Atj . . . . 4" Ar2M»^i ist. 

Der Nenner des allgemeinen Gliedes der Reihe (13.) kann also jeden- 
falls unter der Form 

*i-f *3"f *»"f • . • . -f *2«+l"f ^ 

dargestellt werden, wo T eine positive Zahl bedeutet. Mithin wird die 
Reihe (13.) eonverjfiren, wenn die Reihe 

A^i"rArj-j-Arj-|- • . . • 
dherffirf. Hau hat daher folgenden Satz. 

Satz 3. Der Kettenbmch (1.) wird eanpergirenf wenn die Reihe 

ähergirl. 

ii. Es sei s. B. der Kettenbradi 

gegeben, so findet man durch Satz (1.), dafs er convergirt, weil die Reihe, 
deren allgemeines Glied jr— ls^ divergirt. Dasselbe findet man aus Salz (3.), 
weil auch die Reihe 



^ , 2 , 2.4 , 2.4>6 
■^"»T » 3T'» OTT" 



eine divergirende ist. 



«) VergL Theorie der KeUeabrAche S. 42. ifireüe Joum. l d. M. Bd. 10. S. 248.) 
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Wire dagegen der Ketlenbrneh 

4.3 



1- 



i+^-^ 



gegeben, so wOrde der Satz 1. zu keiner Entscheidung fahren^ indem die Reihe, 

deren allgemeines Glied t--t- — ^j— ist^ convergirL Eben so wenig kann der 

Salz 2. eine Entscheidung geben ^ da die Reihe, auf welche er In diesem 
Falle fahrt, eine divergirende ist. Dagegen wird die Reihe (14.) in diesem Falle: 

rr+i.s.s-T"» 4.3-5.7-9.11 '•••'^ 

nnd da diese Reihe divergirt, so mnb der Kellenbrnch convergiren. Ware 
aber der Ketlenbrneh 



<a untersuchen, so liefse sich aus dem Satze 3. Nichts mehr schliefsen, da 
die entsprechende Reihe 

1,1 1,1 1.3 , 

oonreri^^ wfibrend ans Sats 1. folgte dab der Kettenbmch convergirL Die 
CoüYergmz dieses Kettenbrochs ergiebt ridi aber auch aus einem anderen Satze, 
welcher aus derselben Quelle wie der Satz 3» abzuleiten ist. 

19. Es Ist nemlich einerlei, ob man die Beschaffenheit des Ketten.^ 
bmdis (12.) oder die des Kettenbruchs 



untersucht. Nun kann 



für das allgemeine Glied der Reihe genommen werden, welche diesem letzteren 

Grelle*! Jonrnel f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3, 84 
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Kettenbroche gleich ist. Aus fibnlicben Grflnden^ wie sie bei der Reibe (13.) 
erörtert warden^ folgt, dafs das Prodoct 

gesetzt werden kann, wo wieder T eine positive Zahl ist, und hieraus der 
Sats 4. Der Kettenbrnch (L) wird convergiren, wenn die Reihe 
16. •,.*t + av|^-|-*..*t44 + .... 
diTergirl. 

Wendet man diesen Satz auf den sulezt belrachteten Keltenbnieh an, 

so geht die Reihe (16.) in 

2 I 2.4 I 2.4.6 , 
T' 1.3 "T 1X5 *••••• 

Ober, und da diese Reihe divergirl, so mufii der Kettenbrach convergiren. 
Die Anwendung des Salzes (4.) auf den Kettenbrach 



" + rf. 



rahrt zu der Reihe 

m» , m\(m+2H)* , m\(m+2n)*.(m+4ii)* , 
(m+w)•>(m+w)^(m+3w)•"^'(m+n)^(m+3ll)^(m+5li)« +••••» 

welche divergirt: daher ist der Kettenbruch convergent« 

Man bemerke, dafs in der Reihe (14.) alle Glieder von der Form Hs«, 
in der Reihe (16.) alle GÜeder von der Form 4^4.1 fehlen. Der Kelten- 
bruch (1.) convergirt also, wie immer die geraden Theilnenner besdiaffen seien, 
sobald die Reihe (14.) divergirt, und wie immer die ungeraden Theilnenner 
beschaffen seien, sobald die Reihe (16.) divergirt 

13. Eine Reihe, deren sflmmtliche Glieder positiv sind, s. B. 

tfl-f Hj.... +11^ + 11^+1 •..., 

divergirt bekanntlich, wenn Iim.-^^>>1, oder auch wenn lim.-^^=l wd 
zugleich (p^^ = j-|— gesetzt^ lim. na <C 1 ist. Wendet man dies auf die 
Reihea (14« und 16.) an, so finden sich folgende zwei spedallen Sitze: 
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Satz 5. Der Keltenbracb (1.) convergirt, wenn 

oder wenn Wm.^i^^^-p^^X nnd ingleich Um.ii(%ii^^*-0<1 ist 
Sats 6. Der Kettenbrucb (1.) eonvergirt, wenn 

liro.i^!i±l.*ii±i>l^ 
ihm Om+j 

oder wenn \\m.^^=^'^ = \ ond zudeich lim. «( /*•+'"" l)<l ist. 

Fflr die spccielle Voraussetzung, dafs alle Tbeilnenner gleich sind und 
zugleich der Quotient zweier aufeinander folgender Tbeilzflhier gegen die Ein- 
heit convergirt, wie es bei den zuletzt betrachteten Beispielen der Fall war, 
ergiebt sich aus den zwei vorhergehenden Sätzen noch folgender 

Satz 1. Wenn in dem Kettenbmcbe (1.) sfimmtliche Tbeilnenner gleich 
sind und lim.-^ = l ist, so convergirt der Kettenbmch, wenn zugleich 

nn,.n(^-l)<l oder Iiin.ii(^-l)<l ist. 
14. Wenn bei der Reihe 

];iii,ülh!=l, lim. na = 1 ist, abera bestfindig kleiner als — bleibt, so ist auch 
Hü n 

noch in diesem Falle, wie schon Duhamel bemerkt hat*), die Reihe eine 
divergirende« Diese Bemerkung Ififst sich noch weiter ausdehnen. Die Reihe 

wird nemlich auch dann noch divergiren, wenn lim.-^^==l, lim.iias=:l und 

a größer als — , aber zugleich bestfindig kleiner als —^37 Ist; wo Ar einen 

endlichen Werih bedeutet. Dividirt man nemlich in der divergirenden Reihe 

das n -fite Glied v^^i durch das voriiergehende r«, so ist der Quotient 



yii4-i 



H—k 



«) Journal des Mathematiques T.4. pag. 214. 
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Da nun a< j-, so ist 

Un 1-f-a "^ t;„ • 

mithin mofs die Reilie, deren aDgemeines Glied u„ isl, ebenfalls divergiren. 

Eine Anwendung hiervon kann man 2. B. machen, wenn die Beschaf- 
fenheit des Ketlenbrnchs 

+ ,^4.5 



,^6.7 



* + -.. 
untersucht werden soll. Hier ist b^t=x2n.2n'\'i. Fflr die Reihe (14.) ist 

lim« = hm. ". = 1 1 a = — r-^^ 1 = . . — t-t 1 = ^ , , ^ ■ « 

Un fen+l ' 621, 4/1.4/1 + 1 8l»'-(-2ll^ 

also lim«iia = l, a>> — ; aber zugleich a<Z _^, 'S also ist in diesem Falle 

die Reihe (14.) divergent und daher der Keltenbruch convergent. 

FOr die Reihe (16.) dagegen fUnde man iim.ita=:l« a<l — ; woraus 
die Divergenz dieser Reihe und die Convergenz des Ketlenbrnchs folgt. 

/o« Eben so wie Im Vorhergehenden aus der Reihe (13») Merkmale 
der Convergenz des Keltenbruchs (1.) abgeleitet wurden, kann aus derselben 
auch ein Merkmal gefunden werden, welches nachweiset, wann dieser Ketten- 
bruch oscillirL Soll dies der Fall sein, so mufs auch die Reihe (13.) oscilliren, 
d. k ihre Glieder mflssen einen endlichen Werlh behalten; mithin mufs jeder 
der zwei Facloren ^i, ^^^ und ki^ Atj^^i des allgemeinen Gliedes des Nenners 
gegen eine endliche Grenze, die grölser als Null ist, convergiren. Die Zu- 
sammensetzung der Werthe Ati, k2„, und Ati, Ats^^i aus den Gröfsen Ati, Ar^, ««.« 
zeigt aber unmittelbar, dafs in diesen Werthen keine andern Ausdrflcke vor- 
kommen, als solche, die einzelne Glieder der Summe sind, welche man erhält, 
wenn man bezüglich aus den 2m Elementen Ar^, k2^ «.«• k2„^ oder aus den 
2i/i-{-l Elementen ^i, k2^ «... Arj^+i aile Combinalionen ohne Wiederholung 
bildet und sie zusammen addirt; nur dafs in kj,^ k^m such noch die Einheit 
vorkommt« Bezeichnet man daher die Summe dieser Combinalionen bezflgüch 
durch C.2m und C*2m'\'i^ so ist 

lim.Ari, A:2^^i< C.2f/t+l, 
lim.ki,k2„ < 1 + C,2fii. 
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Nun ist 

also fsl 

Iiin.*x, *,<nin.(l+*0(l+*2)....(l+*J. 

Da nun k,\ Ar,; u. s.w. positive Gröfsen sind, so hat bekanntlich das unend- 
liclie Prodact (l-}-A:i)(l-f A*!) .. .. einen endlichen, von Null verschiedenen 
Werth, sobald die Reihe 

1 • • #1 1 "T* ^2 T" • • • • 

coQvergirl, oder, vras Dasselbe sagt, sobald Jede der zwei Reiben (14« und 16.) 
convergirt. Unter dieser Bedingung ist also ancb lim» ki^ Ar, eine endlicbe 
GrOfse und man hat mithin den 

Satz 8. Der Keltenbrucb (1*) oscillirtf vtenn jede der zwei Reihen 
(14 und 16.) convergirt. 

Durch die Satze 3., 4. und 8. wird also die Untersuchung aber die Be- 
schaffenheil eines Kettenbnichs mit lauter positiven Gröfsen auf eine einfache 
Regel zorQckgefahrt, die gar keine Ausnahme hat, und man hat folglich den 
allgemeinen 

Satz 9. Der Kellenbruch (1.) convergirt oder osdUirtj je nachdem 
(wenigstens) eine^ oder keine der zwei Reihen (14. und 16.) ditergirt. 

i6^ Es wurde schon oben (Satz 2.) gefunden, dafs der Keltenbruch 
18. l + -^-or 

1 + gn 

1 + 



oscillirU Hier sind die Reihen (14. und 16.): 

* 4.* X ^ 4- * 4. 
und 

jT T gT TjnT ^'•'T • • • • 

Da beide Reihen convergiren, so folgt hieraus wieder, dafs der Kelteobrnch 
oscillirU 
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>Yäre der Kellenbruch 

19. 1+— - 



"* + .... 

gegeben, so wflrde der Satz 2. nicht Aber dessen Beschaffenheit entscheiden; 
denn das allgemeine Glied der Reihe (6.) ist fflr diesen Fall =■ ^ , 

also diese Reibe divergent. Dagegen sind hier die Reihen (14. und 16.) beide 






und da diese Reibe convergirt, so murs der KeUenbmch oscilliren. Die ersten 
NähemngswerUie desselben sind (bis anr 4 Decimalstellen): 

Ungerade: 1; 1,4; 1,5376; 1,5921; 1,6162; 1,6275; 1,6330; 
Gerade: 3; 2,3846; 2,2298; 2,1723; 2,1473; 2,1356; 2,1301. 

Es folgt aus denselben GrQnden, dafs der allgemeinere Kettenbmch 
20. «+--p- 



«+ 



oscillirt oder convergirt, je nachdem x gröfser, oder nicht gröfser als die 
Einheit isl. 

17. Dafs der Kettenbruch 

2 



21. 



1+-''' 



l| 2'-4 



*+•... 



welchen schon Euler (Opnsc. anal T. 2, pag« 156) entwickelt, jedoch ab 
convergent angesehen hat, oscillirt, ergiebt sich nnmitlelbar, wenn man ihn 
nach der Formel (2.) in die gleichgeltende Reihe 



2 3,4 5 , 
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verwandelt, welche nichts Anderes als 

(h-i)-(t+0+(I+0-(t+0+-- 

ist, also gegen die zwei Werihe lognat2 und Iognat2-fl oscillirt; wie schon 
oben bemerkt wurde. Dasselbe folgt auch aus dem Satz 8. Lfifst man nemlich zur 
gröfseren Einfachheit den ersten Theilzfihler weg, so werden für den Ketlenbruch 

i+— — 



die entsprechenden Reihen (14. und 16.) bezflglich 

~ 3 "^35 ' 3* '3.5.7' 3«.5» "« • 

und 

3 V , 3.5 1«.3* , 3.5.7 1».3».5» , 



4 2*^4.6 2'.4'^4.6.8 2».4».6' » ••• 
sein. Beide Reihen convergiren *) : also oscillirt der Keltenbruch. Der Satz 2. 
würde hier wieder keiue' Entscheidung geben. 

18. Überhaupt ergiebt sich aus diesen Betrachtungen, dafs der Kettenbruch 

22. «+^T^ 



3».A« 



oscillirt, wenn in der Zahlenreitie A, A^, A^^, .... Iteine folgende kleiner als 
die vorhergehende nnd zugleich A;>>2 ist. Dagegen wird der Kettenbmch 

. 1* 



23. 



2* 



x3* 



«f.... 
conrergiren, sobald Ar ^2. 

*) In der ersten Reilie ist jedes Glied kleiner, als das entsprechende Glied der Reihe 

2* 2*-4* 

*+3» «"STs*^"'" ' 

welche convergirt. In dieser haben nemlich die zwei aufeinander folgenden allgemeinen 

GMer «, nnd «,^, bezüglich die Werlhe Q^llTn-li) ' "'>•' Sifel^)*' •'- 
isl am s ^—JLJ^ ^ und wenn man dieses = j-j— setzt, assCl +5^0 —1 , mithin 
lim.Has |. Eben so folgt , daft die zweite Reihe convergirt. 
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Eben so leicht sieht man, dafs der Ketlenbruch 

oscilUrt, sobald r>'0. 

Id dieser Form ist z. B., wenn man A:c=3, m = 4, « = 2, rass2, 
/=:2 setzt, der Kettenbrach 

o , 3*2.6 

2 + ^**^'^ 






enthalten^ vrelcber gegen die iwet Werlhe ^ und . ■ ^ oscillirl; wie sieh 

leicht findet, wenn man bemerkt, dafs dem Keltenbrache 

2 



die Reibe (1 + 1) - (1 4. l) + (i- -}- 1) - (1 + 1) . . . . als gleichgeitende ent- 
spricht, welche gegen die zwei Werthe \n und in^i oscillirt 

19. Die bisher festgehaltene Voransselinng, dafs sAmmtUche in dem 
Kettenbmche (!•} vorlcommenden Gröfsen f>osItiy sind, kann man insofern anffr 
heben, als sieh auch annehmen Ififst, dafii sammtliche Theilzfihler positiv, da« 
gegen sfimmlllche Theilnenner negativ sind. Setzt man nemlich 

so ist 

25. -a+-is r- «-r. 

Der Kettenbruch (25.) convergirt und oscillirt daher unter denselben Bedin- 
gungen wie der Kettenbruch (1.). 
Göttingen im October 1847. 
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13. 

Entwicklung der elliptischen Function 

_ 2K ^, 2K . ^,2K /»- 2K . 

//-'am ar.cos- am ar.sin-' — x-/ J^am x.dx 

n n n J 71 



nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. 

(Von Herrn Carl Otto Meyer, Dr. phil. zu Königsberg in Pr.) 



Jb Or einzelne Fragen der analytischen Mechanik, welche von elliptischen In- 
tegralen abhangen, wird gefordert, nicht nur diese Integrale selbst in conver- 
genle Reihen nach den Sinns und Cosinus des einen Arguments zu entwickeln, 
sondern auch Producte von trigonometrischen Functionen, die von demselben 
Argumente abhangen, und diese Integrale durch ähnliche Reihen darzustellen. 
Jacobfs „Fundamenta nova'' enthalten bekanntlich mit dem einen Argument (or) 
der Entwicklung, das elliptische Integral von der ersten Gattung (ti) multi- 

n 2K 2K 

pllcirt mit -^|^; und die sehr convergenten Reihen fQr ^am — x, cosam-r— a% 

sin am — x, und für die Integrale 2ter und 3ler Gattung, gehen nach den Sinus 
n 

und Cosinus der Vielfachen dieses Arguments fort. 

Ferner löset Jacobi in dem Abschnitte seiner Fundamenta nova §. 43 ff. 
yFormuIae generales'' das Problem: 

j±''tim — X, cos- am — o?, sm^'^am — x 

(unter r eine ganze positive Zahl verstanden) in Reiben nach den Sinus und 

Cosinus der Vielfachen von x zu entwickeln. Er zeigt, dafs jede dieser Grö- 

fsen durch eine endliche Reihe der Glieder 

2K +1 2K . +. 2Ä 

^^^am — X, cos- am — x, sin- am — x, 
n « « 

j±^^m — ar, cos^*am — x, sin- am — x 
n n n 

und deren DilFerentialquotienten nach x dargestellt werden kann; jedes noch 
mit einer rationalen Function von k multiplicirt. Darauf entwickelt er die ersten 

OTT OK 2K 

und zweiten Potenzen von -^-*am — x, cos am — x, sin am — x nach den 

n st n 

CreUe*! Journal f. d. M. Bd. XXXYII. Heft 3. 35 
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Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. An diese Untersuchungen mich 
anschliefsend, werde ich versuchen ^ ffir 

J-''Bm — J?.cos-*am — j?. sin*' am — ^j?.JE?am-— j? 
n n n n 

(IK ^ 

Eam — X = / ^am — x.d.Bm-^xj 
• 
ähnliche Entwickelungen aufzustellen, worin r, s, t ganze positive Zahlen 
bedeuten* 

1. 

2K 

Wird (f statt am — x geschrieben, so soll zun&chst untersucht werden, 

auf welche von einander verschiedene Formen 

P = ^*''y.cos-*y.sin-V 
fOhre (unter r, s, t ganze positive Zahlen verslanden). Wendet man die 
Zerlegung in PartialbrOche an, wenn mehrere der Gröfsen Jcp^ cos 9), sin 9 
im Nenner vorkommen und benutzt die rationale Umwandelung je zweier der 
Groben /f(p^ cos^^, fAv^ip in die dritte, so wird, wenn r, s, t gerade Zahlen 
sind, die Form: 

^-^y, cos*^"y, sin*^y 
erreicht werden können. Sind zwei der Gröfsen r, 9, t gerade Zahlen, die 
dritte angerade, so ffihrt P auf: 

^^^'•+>, cos±'«+>, sin^^^+V, 

cosy Jfp Jfp 

J^^if ' cos*" 9) ' sin'* 9 ' 

siny siny cosy 

Jljp2ii > C08'«ijp ' slD^'-y ' 

Sind in P zwei der Exponenten ungerade, der dritte gerade, so kommt man 
auf die Formen: 

cosy siny siny 

sin^^+^y' cos'''+^y' ^f^«+^y ' 

Jqi Jip cosy 

sin''»+^y ' cos'^+^y' j^n+i^ * 

Wenn endlich r, 9, t ungerade Zahlen bedeuten, so erhalt man die F&Ue: 

sin y. cos 9.^-^"+* y, siny.^/y,cos-^'*"*^*yi cosy.-^y.sin-^"+*y. 

Alle diese Formen zusammengefafst, führen auf folgende 12 zurück: 
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sin-"y, 


cos*"y, 


^*>, 


cosqp 


sin 9) 


sin 7 


sin> ' 


cos^y ' 


/Ty ' 


Jq> 


Afp 


cos 9 


sin"(p ' 


cos^y ' 


^"q» ' 


^ ff\ oitiX** ^/% 


oin ^A A ft^ ä^fxa"^^ tr\ 


fiiin y>A t%i\a ^0% j 



/+». 



worin n jede positive ganze Zahl sein kann. 

Die „Fundamenia nova'" enthalten in §. 43 ff. die Entwickelangen von 
sin-^y, cos-" 9), ^-"^ nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen des Ar- 
guments Xj worin 

^ = am(ti^A:)=:am^ ^jÄ), also u = *x 

gesetzt ist. Diese Formeln selbst werde ich hier nicht anfahren, wohl aber 
die Abhängigkeit, welche sie an 

-^-^y, cos^^y, sin**y und ^-^<p^ cos-'y, sin-*y 
kofipft. 

Es ist 

1. i7(2ii).*»\sin^V 
_ d^\s\ntp , ^(i) iP"-^siny , ^w iP'-^.slny , , .(„) . 

3. /r(2ii— l).*^'-\sin'''<p 

WO 11(2 n) der Abkürzung wegen fBrl.2.3....2it gesetzt ist, ifn = -^ ist 

und die CoSfGcienten A^^^^ Bf^^ ganze Functionen von k und durch die Glei- 
chungen 

verbunden sind, in welchen, sobald m>« ist, A^^^ = B^^^r=0 gesetzt 
werden mufs. 



m so ist 
sinop 


, n(2H) 

*• sinv'-+^ 


,^r 


rf««- 


•• ' sinv' 
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6. .^gi^ 

111 



sinV I p(i) sin'y , p(7) sin'y , , ^^""^^ ; >.2 dC) 

Nach Fund. §.46. ist sinam(Ä'*(JSC — ii), -^^^)=cosam(ti,&). Man 

setze in (1. 2. 5. 6. 3. und 4.) k!.{K—u) und -^^ statt u mi k, so erhält 

man, indem man die aus A^^^ und B^^^ entstehenden Codfficienlen durch d^^ 
und b^^^ bezeichnet: 

(-ir./7(2n).^.cos'"+V 

A'^* rff?^^ r 4f2«-2' rfiiin-S r J^ii-4 • Ju^n^ T • • • • T «« COS ^ 

Uii-2 

(-ir\i7(2n-2)..^.cos'> 
1 rf^^-^cos^ , b^n^ iP"-* cos'y I b^^ rf^'^^.cosV i 

— Jtf2n-2 • rf,,2n-2 + Jfcf2«-4 * rf,,2«-4 T j^Wn-O * J^^in^ T ' • • 

...4-Ar"'.cos> + *l^ 
JI(2n) 

CQg2ll + l^ 

111 

_! cosy [ ^n cosy | ^n cosy , i am 

~ A'^" * rffi»» "» A««-« rfi?^i=5 » A«»-* rff?^^^' »■ "^ cosy ' 

Z7(2n— 1) 
cos^'* y 



1 cos*y I bn cos'y i bn cos'y 



cos'y A" 






«r = «^\+(2n-l)»(l- *;)«^r> + (2«-2)'(2ii-l)(2n-3)|l.«i:r>, 

61"' = ei + (2n-2)'(l-i;)6i:rr"4-(2ii-3)'(2n-2)(2n-4)^.6!,:rr'\ 
und *"'».«r = Ci"* und Ä"-.*!"' = Di"* ^setzt, giebt: 
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7. (-l)"./r(2ii).Ä''.cos-''+V 
d^". cos tp . ^(orf»— ».cosy , ^m iP'-*. co8<p , , ^(n) ^^^ ^ 

8. (— 1)"./7(2»— l).Ä»"-^cos'> 

du»-» +^- rftt»"-* ~^- rf„2.-6 -t-...--t-^- -cosf^ 

77(2«). Ä"' 






9. 



co»*"+*y 



di»._l_ rfJ— i..J_ rfa»- 4._1_ ,,) 
CQgy I wi) cosy I ^(t) cosy I i t^» 

~ </«»• T*'" </«»—* '>^» rfu'-* T" • • • • "T cosy 

10 ^(gn— l).ft""-» 

'cos*» I y^(i) 'cos*y , y^p) cos'y , | X>, *^ «(») 

~ rfu»»- » r^- rf«»'-* "'"•*'- rf^^^nis '■••••T'cosV A" " ' 

4-(2n-2)'(2n— l)(2ii — 3)Ä^Ä'*.C:l:a"'\ 
12. Di"^ = ßl:\ -}- (2n- 2f{l-2k')D^ZT^ 

+ (2ii-3)*(2»--2)(2n — 4)A:^Ar''.I>l':;*^ 
in welchen Gleichungen C^"'' und !>!['"' verschwindet, sobald ui>>it wird. 

2. 
Ferner ist 

sinam(M.y'— 1) = }—l. lang am («,*') und 

cot8ngam(«4-l^— 1-Ä') = y—i.Jam(u)^ 

also 

. i 

^amti = -. ; — -,--7 — ipTiTr' 

sin am (m y—i — Ä', «') 

Fahrt man in die Gleichungen (6, 5, 1, 2, 3, 4) u^-i—K' und k' statt u 
und k ein, so findet sich 

13. (— l)"/7(2n).^/"'+'y 

14. (— l)"-^/7(2n— l).z/-"(/; 
= rf„2.-2 4^« rf„i,-4 T^» -rf,,».^ +....-r« •''• ' 
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M)».g(2«).A^" 

^y . r'Co ^y 1 r^m -ay i i j^ 

~ du'- ■^''" rfi.»— * "'''" rf«»-- • "'■••••'•"Jv» 

16. (_l)-^/7(2n-l).^ 

111 

17. Cl'"^ = (^:2,-{2n-\)\\^^K')G^r'' 

18. Hi'"^ = Ä,^:i-(2ii-2)^(i +Ä'^)Hi::r'^ 

Ähnlicherweise, wie in den „Fond." ^-"y, cos-"y, sin^''^ entwickelt 
ist, Ififst sich 

cosy siny siny 

sin" 9)* ccWy^ J'^tp ^ 

sin*ip ' cos^y' ^"y 

bebandeln; wobei wiederum die beiden Fälle wesentlich verschieden sind, in 
welchen n eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
ErwSgt man nfimlich, dafs 

d -^ d 4^ 

^osy_ — ^ ^^j ^^^^\ie^4^\^.-^ 

8m*y du sm^"9 \ * sm'y) «ii 

ist, so besieht die Seite links der letzten Gleichung aus Gliedern, deren allge- 

meiner Ausdruck €• — ^^ ist und welcher verschwindet, sobald m^n 

wird^ Eben so ist: 

sin'ÜHy = colang{l + cotangV}% 

siny 1 I z/*y i i^r~^ cosy 

cos^"y A'^» (cos^y • { 



cos^'y *"• (cos'y • ) rfu 

^ = lang{l-f t.ng'y}, 
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siny sing U . t'sin'y P 



^y _. 1 1 ^'y f^^Y ^v 

. siny 



c/f< 



cosy |. 1 fc'sin'y 

z/2« 9 r+ J*y 

cosy 1 (^ ip*cos*9? ) cosy 

Es kommt demnach in allen diesen Fällen auf die neu zu betrachtenden Functionen 

tang^"-^* <p , colang^+^ y , ^i^Si^ ^ 

cos^"+'y sin'"+*9 /fi'*-^^q> 

an (unter n eine positive ganze Zahl verstanden), und diese sind sofort aus 
den in den „Fundam/" angestellten Betrachtungen zu entnehmen. 

Verwandelt man nfimlich u in K — u, so g;eht siny in ^^ und cos 9^ 

— j^ Ober und die Gleichungen (1. 5. 7. 9.) nehmen folgende Form an: 



in 



77(2„).*"..^ 



rfi«'. S£!f di»-2. £2!^ rf»-* . S21T 

^y I ^(» ^y I jf*) ^y_ i i |<") co»y 

cosy , .(1) c osqp , ^(2) cosy . . ^(») ^y 
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^'P I pW ^V I f,0) Jq> , , ^(«) siny 



J(p ' 



iT(3»). ^■*''' 



rfa-.^^ rf»-^.4^ rf^--*.4^ 

Es ist smam(fi}/— 1,A:) = )/— t.langa!n(ii,A:'). Vertauscht man daher in (1. und 
5.) u und k mit 1/^—1 und k\ so wird: 

77(2n).&''\tang'''+'7) 

i7(2ii)colang''-»-*(p 

^ — rfi?^^ — +•'« — d^=^ • " — dii^^ — +....+ J^ cotangy; 

wo A^^^ und C»^*"^ durch die vorhin angegebenen Relationen , J»^"*^ dagegen durch 

jCn.) _ j(:> _(2w-l)»(l+A^)Ji:r'^-(2n-2)^2n-l)(2n-3)Jej^^^^ 

beslimml werden. Endlich fähren 

cosJ(p.s\n-'*(p^ siny.^y.cos*"y, sin 9). cos 9. /^^* 9) 

auf die Form 

1 rf,8in±^"-^*y 1 rf.cos±^''+^y 1 rf.^l^^+^y 

±w + l' du » . ±M + r i/u ' ±w+l rf^ü • 

sobald ±^-1-1 nicht gleich wird. Ist dagegen ±it = ], so erhfilt man 
die Ausdrflcke: 

cosip.Jip sin (p.Jfp simp.cosq) 

sin^) ? cosy ' J^ ' 

welche der Reihe nach in 

/>'"->-in^W''. />->+^!''«.- /I^-F^M" 

Obergehen. 

(Der Schlufi folgt im nächsten Heft.) 
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Entwicklang der elliptischen Function 

z^^'am — X. cos- am — ar.sm*' — a?«/ x/'ara — x.dx 
n n n J n 



nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. 

(Von Herrn Carl Otto Meyer, Dr. phil. za Königsberg in Pr») 
(Schlufs der Abhandlung No. 13. im Torigen Heft) 



3. 

Versieht man unteriS eine der eilipliecben Functionen 

> i«.»-^ sin« cosop 

8109, cosy,- J(p, langy, ^, ^ 

nnd deren reclproke Werthe, so lifst sich nach dem Vorhergehenden das Pro-- 
duct ^/^''^.cos-'^.sin^'^) durch eine Summe von Sj S^ und deren erstes 
Integral, nebst deren Differentialquotienten nach u, ausdrücken; jedes Glied 
mit einer rationalen Function von k multiplieirt. Da nun jede dieser 
Functionen jS^ und S^ durch Änderung von n und k auf eine und dieselbe 
zurflckgefQhrl werden kann, so kann man sagen: Sind r, s^ t ganze Zah- 
len, und ist S eine der genannten elliptischen Functionen, so läfst sich 
^^"■y .cos^'y. sin^'y durch eine Summe ton S, S\ durch deren erstes In- 
tegral und deren Differentialquotienten nach dem Argument u darstellen. 
Dieses Resultat ist als unmittelbare Folge der in den „Fundamentis §. 43 — 46.'' 
gelöseten Aufgabe: |,FormuIae generales etc/' zu betrachten. 
Die ^Fund."' enthalten die Reihen -Entwicklungep von 

siny, cosy, ^y, ^, ^, -^, sin^, cos>, J'ip, 

111 Jtp Jip cosy siny 

iiB*9^ €08* 9 ' 2f*y' co8f)^ siny ^ /lip ' Jtp 

nach den Sinns und Cosinus der Vielfachen von x=^ ^; und im 26ten Bande 
dieses Journals S. 101 ff. hat Jacobi die Reihe för fang^ gegeben , aus wel- 
cher wiederum die fflr colang^ abgeleitet werden kann. 

Bezeichnet man nSmIicb, nach Jaco^\ A% k\ K, (p, u, sobald darin 9* statt ^ 
gesetzt wird, mit k^^\ A:^>', K^% qf^\ u^''\ so giebl dieLiyenrfresche Transformalioiu 

Ctt\W% Journal f. d.M. Bd. XXXVil. Heft 4. 36 
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Wenn man rechts in der letzten Gleichung Zähler und Nenner mit co3(p^^^.J(p^'^^ 
multiplicirt und die Zerlegung in PartialbrQche anwendet, so erhfilt man 

1 (sin a(^) . J q)^^^ wj^, sin q,^> . cos «C») ) 

und nach einigen Umwandelungen : 

2VK ^ i/./.cosy(^) 1 d.l.Jfp^''\ 

Eben so ist 

(1 + A-^^^) colang» === ^-^^ = ^^J oder _.cotangy = — ^-^ 

Setzt man m die geiundenen Ausdrücke für ^ — ^^-— , — , , — ^-;-^ — 

die Reihen nach „Fund. §. 39.'' und ändert q in ^^ so wird 

19. --^.tangy = tangj? — jq^sin2jr4-ij57^ 

20. cotgf/) = cotgar— . / , sin2j?— . / . 8m4a?— , / . sina^ — — 

4. 

Wird die Aufgehe gestellt: das Product ^-''y.cos-'^.sin^'^), mit dem 
elliptischen Integral 2ter Gattung, nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen 
des Arguments x zu entwickeln, so liegt nach dem Vorigen ihre Lösung offen- 
bar in der Bildung von zweilheiligen Produclen, deren einer Fnclor /j^(pdv^ 
der andere eine der Gröfsen S, S% deren erstes Integral, oder deren liiler 
Differentialquolient nach x ist. 

Es Iflfst sich hierüber folgender allgemeine Satz aufstellen: 
Während die Entwicklung des Ausdrucks 

J^' am — ;r.cos- am — x . sm- am — x, 
7t n n ' 

nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x, von S, S\ deren 

erstem Integral und deren Differentialquolienten nach x abhangt ^ erfor^ 

dert die Entwicklung von 

^.^ 2K ^, 2K . +, 2K /•""*"*. 2K , 2K 

J^'^wk — a:. cos- am — a?.sm- am — x.l Jam — a;.a. am — x 
n n n J n n 



aufserdem noch die eimnalige Differentiation derselben Ausdrücke S, 
S^ nach q. . 

Der Beweis hiervon soll sogleich durch die Aufstellung der Entwick- 
lung gegeben werden. 
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gedient man sich der kflrzern Bezeichnung n und (p statt — x und 
und am — j?, so wird verlangt: 



zu entwickeln. 

Nach bekannten Regeln der Differentiation ist 

o 

DiiTereoliirt man diese Gleichung nach u, ändert darin m in m— 1 und addirt 
die entstehende Gleichung zu der hingeschriebenen, so erhält man: 

dt 









und, auf ahnliche Weise fortgehend 

d 



''"^Z"^^''« = 





t y *- ) gm-i s ^ " \ du-"-'- " ^1 «^/"-^.{^..c/V} 

worin auch offenbar (S> durch S^ ersetzt werden kann. Durch diese Trans- 
formation vereinfacht sich die Aufgabe auf: 

II. s.y'j'^du, s^.y'j^tpdv. 

o 

Jeder der Ausdrücke: 



kann durch eine Summe von Gliedern von der Form 2l.^/^'^9).cos^'^.sin^9 
dargestellt werden, in denen A eine rationale Function von k ist. 
Setzt man nflmlich ^ = sin 9 , so wird : 

36» 
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!?^ =. -(14-*»)8iny + 2*»s!n>, 

^^^ = {(14-*»)'+ A*}sIny-20Ä»(l-{-*')sin>-|-24*»8ln5y. 
So fortgebend Ififst sieb 

durch folgende Reihen darstellen: 

21 . . 2nii^ = ^S^* ^^^ y . -^9 -}- «i/^ sin'^y . cos 9 . i^y 4" «« ^sin^y . cos y . ^y -|" • • • 

Uro die Coöfficienten o^'*^ a^"^ za finden ^ bilde man, analog mit (31.)' 

i/^""*.sin(jp ((») ^ I (i) • 9 > 1 (2) • A ^1 

— T-^j::;-^ ==«„_!. cos y.^/9-|-ai_i.8in'y. cos y.^y-^ 

. • • +aI;'!:/^8itf"^y.cosy .-^9, 

differentiire diese Gleichung zweimal nach u and, da die Seite links in die- 
ser neaen Gleichung mit der Seite links in (21.) flbereinstimmt, setze man 
ebenfalls die CoSfficienlen von sin^^y.cosy.^/y auf den Seiten rechts einan- 
der gleich. Dies giebt: 

«?'=2;»(2;»+l)*».«i:i*'-.(2/»4-l)'(HA')a:!I-f-(2;»4-l)(2/»+2)«2::t^ 
Eben so, die Gleicbong 

^^^^ = Ä.8iny+/e..8in'</> + /e,.9in>+ .... i/S^n'^sin^-y 
zweimal nach u differenliirt und dann mit (22.) verglichen, giebt: 

Femer findet sich leicht: 

— -j — ^-- = 2sm(p.co3<p.J(p^ 

.^^^ = 2-4(l+*»;sin'y4 6*'sin*y, 

— j , ^ = — 8(l-f *^)8"ny.cosy.^/y-f 24**.sin*y.cosr/).^y* 
u. s. w. 
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Hieraus folgt 

wo Y^m^ und ^^ durch die Gleichangen 

cf;^ = (2;f-2)(2/.- l)A^e'i'' - (2/^)^(1 + *^)eU (^^ 

bestimiDt werden und a^\ /3^\ yi''^ J?*^ verschwinden, sobald p>n wird. 
Dnrch Änderung von u und A, wie es in (§.1. und 2.) angegeben ist, kann 
aus sin 9) und zWtp jedes iS» und 8^ hergestellt werden; weshalb ich die nfihere 
Ausfahrung tibergehe. Hiermit ist also: 

■rf;;;r-^V und -^;^-^y 
auf die Form il.^/^'y.cos-'y.sin^'y gebracht. 

5. 

Es fehlt noch zur vollslfindigen Lösung der aufgestellten Aufgabe die 
Reihen -Entwicklung von 

iSy^Vy.ifti und iS^Y'Vyrfii. 


Auch hierzu sind die Auffinge theils in dem Werke |,Fundamenta nova'' 
enthalten, theils spflter von dem berflbroten Verfasser desselben ausgesprochen 
worden. 

Das elliptische Integral zweiter GMung f^^Jipdu bezeichnet Legendr e 


mXE{fp): dnrch die ^Fundamenta*' ist statt dessen Z(€i) in dieAnalysis ein- 
geführt worden, so dafs 

wo W=iJJifitp^ u=2-—x=^'^^ gesetzt ist Erhebt man diese 

o '^ 

Gleichung ins Quadrat und differentiirt sie nach fi, so wird: 



286 /^« Mcifcr, über eine gewisse elüpilsche FtmcÜon. 

du 
und daraus: 



''aT")-^*^"^ „ 2£' 2Ä- _, , , „ 2Ä 2^» 

= ; 2 Z(u)4-2 v.J-w. 

du n n ^ ' * n n ^ 

Der 47ste und 48ste Paragraph der „Fandamenla"* enlliaUen die Reihen- 
Entwicklung für —Z{n) und (M)V(tt), nSmIicb: 



^Z(n) = 4jj:^sin2:r+-j^sin4ar-f ^sin6x4-....}, 



-7 COS 2 J7 4- -j—^ COS 



— 8 jji7-?cos2 J7-|--j^^cos4a?-f -j^cos6a?4- . . . .j 



+8|||l±üe.,2.+^VLt^...4.+|;ii±^™s6x + „..j, 

/*|4 
/f(p.du nuf die verlangte Weise dargeslelll ist. 

o 

Ich werde nun versuchen, S.E{(f\ oder vielmehr S.Z{u\ einen andern 
Weg; einschlagend^ zu entwickeln und denselben auch auf jS^.Z(ti) anzuwenden. 
Hierzu ist es nöthig, auf die in den letzten Capiteln der „Fundam.^" aufgestellten 
Reihen und Bezeichnungen nfiher einzugehn. In den Paragraphen (63. bis 65.) 
findet man: 

0(x) = 1— 2y.cos2j?4'2/-cos4ar— 2y".cos6a:-}- • •• -^ 

H{x)= 2j/y.sinjr — 2]V•sin3a? + 2|y^sin5a?— ..-., 

««»^yc^). ««'■)=/(^). «(w=/e4*).. 

2K i H(x) 

smy =--sinara— 0? = -^.-^^, 

cosy = cosam— X = | -j ^XI— , 



J<f 



. 2A' ,,, e{x+in) 



9{x) 
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0(x) und H(x) ist hier statt der in den „Fandam." gebrauchten Zeichen 6[ — x) 
und //^ — xj gesetEt worden. 

Setzt man der Kürze wegen 0'(x), 0"(x), . . . ., ä'(t), //"(a?), .... slalt 

it.e(x) tr.e(x) d.H(x) ii\mx) 

dx ' dx* ' ' dx ' dx* ' ••••' 

so ist 

Z{u) = Z(^ — XJ soll im Folgenden durch Z{x) bezeichnet werden. 

Herr Professor Jacobi hat nach dem Erscheinen der „Fundam/^ in Be- 
zug auf Q{x) und II{x) zwei wichtige Bemerkungen gemacht und dadurch 

— j .Z'(j?), welche in dem genannten Werke durch 

Multiplication zweier Reihen gefunden wurden, sehr erleichtert. Es ist nfimlich : 

6\x) = -4y.^, H'Xx) = -^'^^■. 

wovon die Richtigkeit aus der DiiTerenlialion der Reihen fOr 0{j:i) und H{x) 

hervorgehl. Multiplicirt man den Differenlialquolienten nach q von ^^\' mit 
— 4y, so ergiebt sich 

_4 e(.r) _ 4? d.&'(x) , 4// ffl(^) d.Q(x) 

^^' dq ö(x)' i/f/ ' 0(x)'ö(x)' 1/7 ' 

und da _4y.^^:|p- = 0"(a:) und -ig.iL^ = &\x) ist, so folgt: 
. &(x) . ©'(x) ö%r) 

-4»— rfT'^'öwr — ©vT" '''^'' -^''— 77" = -rfr"- 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich allgemein 

^ * 1/1/ rfa- 

denn differentiirt man -^rr zweimal nach x^ so erhält man 
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dx* dx dx * 

j&'(x) 

und, für— j^ den gefundenen Werlh gesetzt and ^'Z{x) statt -S^ ge- 
schrieben, folgt 

rf.(M)\z«(x) _ rf.^.z(^) rf.M.z(x) 

— —Aq -j^ ^p 

Jtfultiplicirt man diese Gleichung mit dx und integrirt zwischen den Grenzen 

(2 JSfx* 
-^j '2^(x) für x = verschwindet: 

gesetzt werden sei. 

Dieses Resultat fahrt auf die den „Fundamentis'* entnommene Formel, 



^o I — ^ die Bedentang hat, dafs x in — ^ gleich Null 



sobald fflr Z±'Z(x) die Reibe 

4|j;^'Sin2a?+j-;^«sin4x4-j;^-sin6a?-f ....| gesetzt wird. 

6. 
Werden, der Bezeichnung — Z{x) entsprechend, Ä(^) nnd-~-ll'(x) 

statt -7F7^ und dessen Differentialquotienten nach x gesetzt, so werde ich. 
Jti (x) • 

auf das Vorige mich stützend die Richtigkeit folgender Formeln beweisen: 

23. ^.Z'(*) + M.z'(ar+i;r)+j^.5?(ar)-M.Z(x+in)}' 

24. M.Z'(x)+M.Ä'(ar) + j^.Z(x)-M.Ä(x)f 
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25. M.2r'(ar) + M.Ä'(a,+ i„)_}-jM.Z(x)-M.|l(a,+^n)f 

^ H"(i«) , g"(0) 
Ä(iii) T ©(0) * 

Beweis Es ist nach dem vorigen Paragraphen 

H(x) = ^k.sinrp.e^x)^ 

U{x-\-ln) =|^^.cosy.0(x). 

Man bilde von jeder dieser Gleichungen den ersten Diflerenlialquolienten nach x, 
nemlicb : 

k* 2K 1 

6'{x-^^n) = ^ — .-—.s\ti<p.C08<p.e{x)-\-^'J<p.&(x), 

26. <H'(x) = -f yÄ-— .cosy.^y.0(a?)+yA.8iny.0'(a?), 

Ä'(a? 4-471) = — i'A—.siny. J9).Ö(a?)+|^^.cosy.0'(a:). 

Dividirt man die Seilen links und rechts in den drei letzten Gleichungen durch 
die entsprechenden drei vorhergehenden, so wird 

2Ä r^, , , s n ^Ä" sinm.cosffi , 2K „, . 

27. <^.Ä(x) = +M.S2!5^^+2Ä.z(x), 

Ä(ar + 47r) = ^ — —-{ Z{x). 

2 jr 

Man differentiire jede dieser Gleichungen nach x und führe statt — •Z'(ar) 

seinen Werlh (^^J^ip-^.^ ein, so folgt: 

M.z'(..+i„)=4.LiJ._M.?i:, 

2K „,, , \ n J if2K^ 2K2E' 

2Ä „„ .. , X^lZ I /'2*'*^V 2Ä2E' 

« V I 8 / cos 9 ' v « / n « 

oder 

Ctelle's Jonrnal f. d. M. Bd. XXXVH. Heft 4. 37 
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Die Gleichungen (27.) nehmen die Form 

|jM.^.,_M.z(.+i„,r=-(i5)-.j^+^,}+(,+*').o", 

29. lM.^(.,_M.«(,)j' =_(M)-.{__J^H.^,)_(M«)-. 

(jM.z(,,_M.i^.+i'or=-o'-{-s^+^*(+(^y 

an. Auf der Seite links in den Gleichongen (28 und 29.) stehen AusdrQcke, 
die in den zu erweisenden Gleichungen (23. 24. 25.) vorkommen. Setzt man 
sie statt derselben, so heben sich alle von x abhängigen Glieder auf und es 
bleibt als identisch zu beweisen: 

\ n y ^' n' n ~~ H{\n) T ©(i») ' 

/2^Y_o 2ä^2JB; _ fl>'(j«) ■ e"(0) 
V » / » ■ « ~~ ££(4«) "1 6(0) 

Es ist: 

Ä^-' V«/ »^ nn dx Ö(x) (ISlxT» ' 

und da -^t^ för a? = und a? = |7r verschwindet und J(p In 1 and k! 

übergeht, so wird: 

!/2J:y 2 IC Zfi' _ ^''(O) 
V « / w * » "~ 0(0) ' 
/ 2yg \* 2K2E' _ 9'(\n) 
\ n ■^ f» * « 0(}n) 

Die dritte der Gleichungen (26.) nach x differentiirt and dann x = ge- 
setzt, giebt: 

H'Wn) = _y*..(My.0(O)+|/^.e"(O), 

und hieraus folgt: 



oder 

32. 
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■»"(4»») _ rMV-L ö"(0) 

H''(in) _ 2K 2E> 

Vermöge der Gleichungen (31. und 32.) sind aber die (30.) offenbar iden- 
tisch. Q. e. d. 

Fahrt man in (23. 24. 25.) statt Z{x)^ -ßC^)) die AusdrQclce 

von 6(x) und H{x) ein, so nehmen sie folgende Gestalt an: 

fe"(x) , &'(x+in) g &(x).&(x-\-in) _ G^dn) , <y'(0) 
e(x)* e(x-\-in) *' e(x).e(x-\-in) ~ ©Un) "f ö(0> ' 
e"(x) 1 //"(x) _2 e'(j-)./y'(x) _ /^"(i>r) , min) 
Ö(x) "T //(x) *' e{x).H(x) ~ //(4»i) ' 0(ln) ' 

Q^(j) ■ ■»''(J+i») g e^(j).^'(x+iff) _ J^gn) ■ (y(0) 
\ 0(j:) ■• /^(j+l«) 0(x).Ä(x-fl«) /^(in) "» 0(0) 

und lassen sich auch unter dieser Form beweisen, indem man die Gleichun- 
gen (26.) und die kurz vorhergehenden zu Hflife nimmtw Doch dQrfte auf die- 
sem Wege die Rechnung nur weitläufliger werden. 

7. 

2K 
Diese drei Gleichungen dienen dazu, das verlangte Product S' — •Z(x) 

(unter «S^ eine jede der Functionen: 
J<p, cos^, sin^, 

tang(jp, colangy, ■^, 

verslanden) nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x zu entwickeln. 
Mulliplicirt man nemlich die erste der Gleichungen (33.), nemlich 

&'{x) , 0"(x-Hn) g &(x).&(x-\-in) _ e^Hn) , 0^(0) 
0(-i-) 'r0(x+4«) *'G(x).e{xi-in) ~ 0{in) '^"^W 

mit 0(4 ff). 0(0)- Q. 'jf^ , so gelangt man leicht zu der Form: 

= {0"(i„).0(O)+0"(O).0(47r)]-^^|^ 
J-fl/'i«> R((\\ I ^'^•^> 0"(x+4n).0(x) > 

37» 



1 


1 
cos 9)^ 


1 
sin^^ 


sintp ^ 


cos 9) 


cos 9 
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Die Seile links in der Gleichung ist: 

^ dl » 

welche nach den Bezeichnungen in (§. 5.)« nemlich 



in 



. {2k^K i 2K „ \ 
dA --T— Zx\ 

flbergeht. Die Seile rechts in der Gleichung wird durch Anwendung von 
0''(a?)=-4y~^ auf die Form 



— 4y- 



rf.©<4«).©(0).;j-|g 



e(H-+«) 



j 2VK \ 

gebracht werden können; wofür auch — 4^> ^ — geschrieben werden 

kann, und man erhfill 

dx " dq ^ 

. \2VK i 2K ^, ,) . 2VK \ 
«. { -"3 — • *Z{x)\ d' *-j — 

35. ^ = —2g' T 2L. 

Eben so muitiplicire man die zweite und dritte der Gleichungen (33.) mit 

^(l-).ö(*«)-|^ nnd H(i^).ö(0).g|^^, 
SO geben sie Aber in: 

^*' rfi = -^«' Ji ' 

dx ^ dq ^ 



oder in: 
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2K 1 2K ^, a ^2K i 



\ n sine» n ^ ^' c% 



rfj; ^ dq ^ 

rf. j • • Zixyt d . 

OQ i n cosy n |^ __ g n cosy 

rfj: ' dq * 

Nach ^Fandam. §,37/' gehl, sobald man y mit — y und x mit ^ti — a: ver- 
tauscht, K in /tMSC und smcp in cos 9 über, während 

2if 

in '^(ip) verwandelt wird. Durch diese Verlauschung kann die For- 
mel (39.) unmittelbar aus (38.) abgeleitet werden. 

Für das Folgende ist es nöthig, den Formeln (34. 36. und 37.) eine 
andere Gestalt zu geben; durch Änderung des Arguments x. Es ist nSmIich 
nach ^Fundam. §.62.'' 

i-i.e{x) = iq.e'^^^Hix — ^lq.^^X) und 

e{x^n) = 0(ar); 

wovon die Richtigkeit einleuchtet, wenn man fflr 0{x) und H{x) die Reihen 
einfahrt. Man setze in (34. 36. und 37.) der Reibe nach X'\-\n^ x — |/y.y— 1, 
x — \lq.^'-\-\'\n statt x (wobei jedoch in (36- und 37.) vor der Substi- 
tution die Differentiation nach q in die nach x umzuformen ist, weil x sich 
um eine Function von q findert), so erhfilt man 

_ = _2^ — , 

40. / ''•^(i»)-ö(*«)-^ , rf.^a»).ö(4«)-^ 
li = -2^ rf^ ' 

Differeotiirt man zweimal nach x die bekannten Ausdrflcke 
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^.j<p = 0(i7i).0(O).-^^^i^ 



so ergiebt sich 

a*,——.jq, (/.©({»). 0(0), — g^i^ — d.e{in).e(0). i^Tx) 

TP ~ dl- dx ' 

.. 2*Ä^ . f 17/. % af, ^ ^'(^) j ufi^\ an \ H{x).&(x) 

</«.— — -siny d.H(i[n).e{in),-^ij^ d.H(\n).Q{\n). — Qt,^^ 

JP ^^ lü dx ' 

.. 2*Ä" . zr,, X ^mx H'{x-\-\n) . „,, . -., , H{x-\-\n).&{x) 

d*~co8<p d.H(in).e{0). ^—-^ <'.H(4»r).0(x).— i— gt_L — L-f 

dp ~ dJ Th^ ' 

und mit Hülfe von (40.): 

. i2K . 2K „, .) 



dx == -2^ 

i2kK . 2K 



41. 



\, i2kK . 2K „, ^ 
d\ sin» Z{x)\ 



= -2y 





d*.^.J(j^ 


dq 

,2kK . 

d sin« 

n 


dx' 

- 2kK . 
<r- sino) 



dx " dq dx* 

d.\ cos» Z(x)\ d. coso) a" cos» 

< n ^ n l = — 2/1 ^ fi ^ 

rfjF ^' dq dx* ' 

8. 
Der im vorigen Capilel eingeschlagene Weg, welcher zu den For- 
nieln (41.) führte, versagte seine Hälfe, sobald man ihn auf das Product von 

tangy, colangy, ^, -^, ^, ^ mit Z(a?) anzuwenden suchte, so dafs 

zu erwarten war, man werde eine von den abgeleiteten Ausdrflcken ab- 
weichende Form des Resultats erhalten. 
Es ist 

H\x) = —'^k.cos(p.J(p.0(x)'\'yk.s\n(p.&(x), 



H(x-\'-^7i) = yycos(p.0{x). 
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Dividirt man die letete Gleichung in die erste und multiplicirt den Quotienten 

2 IC 

mit der Gleichnng 0(O).0(in) = -=^/A', so erlifill man 

und, nach x difFerentiirt: 

42. ^(O).0(i^)- O^(^^^„^ //V+4«) ' 

Setzt man in 

€t(x) . 6y>(x+ifi) g 6'(x).6K(x+47r) ^ 0"(i7r) , 6^(0) 
■^Cäyr ©(x+if.) 0(x).€)(x + ln) ©(im) "T" 0(0) 

X — ^(/^.y— 1) statt X, und berücl(sichtigt die Gleichung 

so ergiebt sich 

tF(s\ , /r(x+i,r) g //'(a:).g'(.r+in) _ 0"^«) , e"(0) 
mx) T" Ä(a?+i5r) "^^ //(jr).Ä(x+ln) ~~ e{\n) "T 0(0) ' 

und hieraus, nachdem man mit 0(J7r).6(O)- „. '' multiplicirt hat: 

2 (^(i«\ flm> f ^'^•^) H'(x).;y>(x+in) > 

= 0(i^).0(O).j-^7^^:p^ //»(x-fin) I 

-f (0"(in) . 0(0) + 0"(O). 0(1^1)} '^^^^ 

oder 

TtVK 

Mittels dieser Formel geht (42.) in 

. \WK . 2iC _, ,1 j 2#f , , 2\iK , 

,0 rf-{-^-to ngy.~.Z(4:)) ^^^ rf-— Jy rf.-j^.tongv 

40* T = • ; iQ» ; 

dx n dx ^ dq 

Ober. Man ver&ndere x und q in ^tt — jr und —q, so gehen AT^ sin 9^ cos^^^ 

Jfp, — -'^(x) in A/.AT, cosy, siny, -ttt? •Z(ä^^) ober, und umgekehrt; 
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also ist 

. (215: , 2K ^, ^ ^ 2ä: . ^ 2ä: , 

MM ^ n n [^ ^ÜL n g n ^ 

dx n dx ^* dq 

Endlich kann die zweite der Gleichungen (33.)) indem man X'\'\n statt x 
setzt, wie folgt geschrieben werden: 

&(x^\^) , H^'(x-\-\n) g &(x+\n).H'(x^\n) ^ H^(\n) , (^Cin) , 

welches, jenachdem man mit 

e(ln).»(l>.)-|^ oder e(l.).i/(4.).|g+iÄ 

mulliplicirt, die Formen 

. 2hK COSy 

annimmt. Aus den bekannten Formeln 

jff(ar + i7r) = y-j^-cosy.0(j?), //(a-) = y'*-siny.0(ar), 

finden sich leicht die Quotienten: 

Tjix ^ ^/i \ U'{x-\-in) 2K 2hK . , 2hK cosy 2ä: ^„ , 

VI / VI / ©(x+^fi) fi n ^ * fi ^y w ^ '^ 

WM^^ Än^^ Q^(^+4>>) 2ifcX: 2hK ,.„,, , 2ff i/y 2JiC ^, . 

\a / va / jF/(a' + iy») w yi ^ * fi C089> n ^ -' 

Differentiirt man jede dieser Gleichungen nach x, so wird mitHOlfe von (45.}: 

t f» Jy n ') 2K n L.«9 fi Jy 

4ft- ; ^-^ n * dx "* rf^ ' 



2ä: 


</. 


2»Ä^ 
n 


sin 9 


n 
2ft£ 


rf. 


2iJi: 

n 


siny 



.\2K Jq> 2K „, A ^ 2hK ., .2« Jtp 

i n cosy n ' 2kK n ^ « n costp 

dx fi * 7x ^ dq ' 

und vertauscht man bierin q und x mit ~^ und j^Ti — x, so erhalt man 
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. 12»*' iK sin^ 2^ -,/ v> j 2*«^ ^ 2***^- siny 

rfj; n * dx ^ dq ^ 



47 

Id'l — r--^-: 'Z{X)\ 4>i mr » COS« rf«- 

nny n ^) 2tJSr n ^ g yi siny 

rfjr n dx ^ dq 

9. 
Die in den beiden letzten Paragraphen gemachten Entwickinngen lösen 
die Aufgabe: 

2 IC 
^S* — *Z(x) in Reihen nach den Sinus und Cosinus der Vief fachen 

von X darzustellen.^^ 
Integrirt man nemlich die Gleichungen (35, 38, 39, 41, 43, 44, 46, 47) 
nach X und sucht die Constanten, so erhält man 



X. 2VK i 



— -7^-— -^(^^ = -2yy — dr^"^"^^ 

xj 2K i 

n smy if ^ ' \/ dq 

xj 2VK i 



xj2iSL ^ #2Är^ 

n ^ n ^ 

dx dx 



x,2kK . . 2kK . 
__.siny.— .Z(a:) = -2qJ j^^ dx j^^ 

x_,2kK __ _,2kK 
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2kK cos^f. 2K „, . o r n ' dw .^ , 2K 2kK . 

/* . 2K Jq, 
' '"IT'cosfp . ,2kK 2K . ,^ 

2hVK siii9> 



21t1fK ain«) 2iC ^, . „ P ""IT" "^ . 2*»*: 2*Ä ,^,^ 

"S— 55?-— --^(^^ = -^^y 7r^-^*+-7J ;j-co8y; 

wo nach den „Fandam." la setzen ist: 

i£.J_ = * ^_i£_.8iii« +:i5L,.8in3«+Ä.sin5x+...., 

n cosy cosjr 1+7 ' 1 — 7* »t<? 

-^.^y = l+jq^-co82»4-|q^.co84a?+-j^.co86x-f...., 

-5^.8lny = ^•8ln» + i^..8ln3* + ^.8in5j?+...., 
?~.|«ng9=steng* — ^^•8in2«-|-:j^.8in4a:— j^-8ia6«±...., 

2»ir.CMjp _ M.co8*-Ä.C083*+Ä.COS*-Ä.C087*±.., 

M..^ = -L+^.cos«- Äco83*4-^.co8x-:ii2L.cos7ar±..., 
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la 

SehliefsÜGh möge noch die Entwicklong von S^* — *Z(x) folgen, von 

— j •2P(x) führt. 
Für den lelEtem Ansdniek hat Herr Prof. Jacobi zwei Lösungen, eine davon 
in den ^Fnndam.'' gegeben, nnd es scheint, dafs (-^ 'Z^(x) darin seine 

grOfete Bedeulnng hat, dafs es aaf die Entwicidang von 8^- — •Z(x) hinleitet 
Differentlirt man die Gleichung 

2K 

Mdi X und mnlliplicirt sie mit — *Z(x)j so wird 

KIT) 8inv— •2r(a?)= \—) --;r-;rrir-^(*)-* Ji — ^ 

und mit HQlfe der frflher abgeleiteten Formel 

dx ^* 7q TP 

folgt 

== t^ir^— ir-Trrir-^^*^^«' — i^i — +* — tp — ' 

und hieraus 

ir2VK\' 2K 2B) 2K „.. , d~Z{x) d*-^-Z(x) 



/ 



48. 



/2JS:V ji 2K „, . 



2K2E'%K^,. O "'^-^^"^ £^^;Z(,) 

wo offenbar (MV _ M.M' = M.^'^o) Ist. 

38« 
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Differenlürt man die erste dieser Gleichungen (48.) nach x, so wird: 

" ,:. " = ^•Z'(0).{M.Z'(0)-^)..te>!. 

+2«' rf^ +* — dp 

^.sin'y nnd — •Z(x) durch die identischen Ausdrücke 

H'(in).ö'(ijr).-^^ und |^ ersetzt, so erhält man: 

dx 
2K 

Das letzte Glied rechts in dieser Gleichang (die eine Differentiation darin aus- 
geführt) geht in 

— __ 

aber, und man erhalt: 

2JC J/Vx) ''•^•(4«)-ö'(i«)-ä7^ 

-M.z'co).Ä«(i^).0»(i.).|^>-2^ rfT"^-^- 

Man bringe die Differentiation nach q auf die nach x und setie dann 
x — ^lq.y—i statt ar, so erhält man durdi Anwendung der Formdn 

0(a?-i/y,y-l) = y-l.y-«.tf-''^-».Ä^(ar), 
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aas obiger Gleichung folgende: 

Hierin fOr den zweiten DifFerenlialquolienlen nach x den ersten nach q ein« 
gefOhrt, giebt nach einigen Umformungen: 



'^j^ = —z'iOH^r 



dq 



d 



V « / sm*« 



n ^ ^ \ n ^ sxrrrp ^ dq 



9 



und endlich, auf beiden Seiten mit dx mnltiplicirt und fflr x zwischen den 
Grenzen und \7t integrirt, ergiebt sich 

.Z'(0)/'(^y.^.rf;r-2,.r(?*Y.-4-rf^. 
^ V \ n y sm*g) ^y \ n / sm*cp 



2^ .^f/ 



Setzt man hierin nach ^Fundam/' §. 42. gleichzeitig —q und \7i — x statt q 

E' 2K 

und X, 90 gehl AT in k'.K^ £' in -tt , sin ^ in cosy, Jq) in A:'.-^^ und -^•Z(a?) 

in '^*Z(^x) aber und man erhält: 

50. l )• — s— — 'Z{x) 

2K 2B') , „_ ''*^-^rv~~*iri 









302 '^« Meyer, über ftne gewUee eUiptUehe Funelhn. 

Die letzte der GleichuDgen (48.) 9 nemlich 

2K 2E' 2K „.. . ''^'^^') . "'-ir-^^') 
= _>.-_-.__.Z(ar)-3y -j- \ 



n fc n ^ ' ^ dq ' äx* 

d-^>Z{x) 
werde nach x differeDÜirt und rechts -^ dnrdi J^ip aasgedrflckt, so 

bekommt sie die Form: 

71 = K-W'-ir)-^^ — ir^-^yrrJ-'^f 

Nun ist 

Dieses subsütairt, giebt: 



äx 
2K 2B 



-3y 



rf.O*(0).(9*(inr)..5!^^ 



dg 

^ ^ ^*^ ew \ Pix) e'(x) } 



dx 
oder, Tereinfacbt: 
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Hierin d?-}-^^ slatte geschrieben, giebt nach EinfOhrung von — •Z(:d) und 



51. 



(/X 



.2X2«» ^ r^VK\ ' i 

Die Fcrmeln (49 — 51.) sind in Formen hingeschrieben, die denen im 
9len Paragraphen Ähnlich sind; nnd dadurch treten Glieder hinzu, die sich ge- 
genseitig aufheben, wenn man eine andere Bezeichnung einfahrt. 

Das 41te Capitel der ^Fund.'' enthalt die Entwicklung 

v,-5-J -Js?? = \-ir) -— •^+is^+^<*)' 



WO 



Mix) = 8{j^.cos2x+j|2l.cos4af+|3^,.co86a?-}-....j, 
N{x) = 8Jj-2l5.co8a?-j^;.co84x+j|5L.cos6«T....j, 

0{X) = 8Jj-^.C08«— j|2!,.C084»+j|;2L.C086«T....j 

bt. Hierdarch geben die Gleichungen (49 — 51.) Aber in: 
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\ n y *sin*(ip* n ' ^ '^ 

\ n y cos'qp n ^ ^ 
Königsberg iin März 1847. 
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15. 

Über die Gesetze der Biegung elastischer fester 

Körper. 

(Von Herrn v. Heim, Major in der Königl. Wfirtembergischen Artillerie.) 



Jiis ist eine bekannte Erfahrung, dafs es biegsame elastische feste Körper 
giebt, welche einer an ihrer Längen -Axe angebrachten biegenden Kraft nicht 
ohne Unterschied der Richtung, nach welcher sie wirken mag, so nachgeben, 
dafs die gekrümmte Längen -Axe des Körpers mit der Richtongslinie der 
Kraft in eine Ebene fdllt, sondern dafs sehr häufig diese, wenn auch ursprflng- 
lich gerade Längen -Axe, je nach der Gestalt der Querschnitte des Körpers 
und nach der Richtung der biegenden Kraft eine doppelte Krümmung annimmt, 
welche von der Ebene, in der die Krflmmung, jener Richtung gemäfs, erfolgen 
sollte, mehr oder weniger abweicht. Da man in den bekannteren wissen- 
schaftlichen Abhandlungen Ober die Biegung der elastischen festen Körper, wenn 
darin auch von doppelter, durch die Biegung entstehender Krümmung die Rede 
ist, aber die Ursachen und Bedingungen dieser Erscheinung vergebens Auf- 
klärung sucht, so mufs angenommen werden, dafs die Gesetze der Biegung 
einer noch näheren Entwicklung und Darstellung, als die in jenen Abhandlun- 
gen enthalten ist, bedürfen. 

Einen Beitrag zur Lehre von der Biegung fester Körper, in besonderer 
Beziehung auf die erwähnte Erscheinung zu geben, ist der Zweck des gegen- 
wärtigen Aufsatzes. 

§. 2. 

Eine ebene Figur mag wie immer begrenzt sein, so lassen sich durch 
jeden Punct der Figur, in deren Ebene zwei unter rechten Winkeln sich 
schneidende Coordinaten-Axen von der Beschaffenheit legen, dafs, wenn dt 
das Flächen -Element, dessen Coordinaten u und / sind, bedeutet, das den 
ganzen Inhalt der Figur umfassende Integral juldi gleich Null wird. 

Der Beweis dieses Satzes ist folgender. Stellt man sich, in der Ebene 
der Figur, durch denselben Punct, in welchem die Axen der n und / sich 
schneiden sollen, ein anderes Paar rechtwinkeliger Axen von bestimmter Lage 

Cren«*s Joarnal d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 39 
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gfehend Yor, dessen Coordinaten mit y und x bezeichnet werden, und nennt man 
ß den Winkel, den die Axe der x mit der Axe der /, so wie die Axe der y 
mit der Axe der u nach ihren positiven Richtungen einschliefsen, so hat man 
für irgend einen Fnnot der Fignr: 

ll=yCOS/? — XSXX^ßp ttesiysmß '\' X cosß , 

uldi=yx öt(co»/^ — sin/?") — (x^ — f) sin/3 cos/3 
und, indem man di =i dudl ^= dydx setzt und die Integration aof den 
ganzen Inhalt der Figur erstreckt, 

Jitdi t==^yyxdi{co8ß'-8iüß')-(^x'di—yf 

Da uns der Gestalt der Figur und der Lage der Axen der y und x 
bekannt ist, wie die diesen Axen zugehörigen Coordinalen der Grenzpunole 
der Figur Ton einander abhangen, so sind die Integrale /yxdip fx^di und 

/y^di als gegebene Grorsen zu betrachten. Setzt man /yxdi = A, 

ft'di'-/fdi = B, und löset die Gleichungyii/dt = nach dem Win- 
kel./? auf, so findet sich 

*«-J = ±v'[i(iT7in^)]- 

Werden die vier diesem Ausdrucke entsprechenden Winkel nach ihrer 
Gröfse geordnet, so ist (0 mag Obrigens positiv oder negativ sein) jeder der* 
selben nm 90^ von dem nächsten verschieden; woraus erhellet, dab sie die 
Lage eines einzigen Paares rechtwinkeliger Axen bestimmen. Zugleicli Ist 
ersichüich, dafe der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen weder negativ nock 
grOfser als 1 werden kann, und dais also diese vier Werthe des Winkels ß 
immer möglich sind. Hithin Iflfst sich fQr jeden Punct irgend einer ebenen 
Figur die Lage eines durch ihn gehenden Paares von Axen finden, welche 
die Eigenschaft haben, dafs sie, als Axen der n und / genommen, das Integral 
futbi gleich Null machen. Was zu erweisen war. 

§. 3. 
Es ist erwiesen, daft doroh jeden Punct eines geometriMhm Körpers 
drei unter sich rachtwinkeUge Axen gelegt werden können, welche, akAxen 
der Coordinaten t^ y und % genommen, die auf den ganzen Inhalt des Kör- 
pers ausgedehnten IrAe^Xe fxydmf Jxzdm und /yz dm (wo dm das 
diesen Coordinaten entsprechende Element der körperlichen Hasse bedeutet) 
Null machen. Han hat diese Axen, welche m der Lehre von der Um* 
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drehangsbewegong fester Körper eine wichtige RoUe spielen und welche in 
einer Schrift S^^ners yom Jahr 1755 : „Specimen theoriae tarbinam,^* *) zuerst 
erwähnt werden, Haupt^-Axen genannt; und da sie den Axen, Ton denen 
der vorige Paragraph handelt, in mehrfacher Beziehung analpg sind, so wird 
auch diesen hier dieselbe Benennung beigelegt werden. 

In Betreff der letztem Axen bieten sich ziinSchst noch folgende Be- 
merkongen dar. 

Wenn J, aber nicht i7, =0 ist, so erhfllt nxnß dieWerlheO und±l, 
und die Axen der y und x sind selbst Haupt -Axen* 

Verschwinden Ä und B zugleich, so werden die Werthe von ß un- 
bestimmt und fntBi wird fOr jeden Werth von ß gleich Null, und irgend 
zwd, in beliebiger Richtung durch den Durchschnittspunct der Axen der y 
und X gelegte rechtwinkelige Axen sind Happl-^Axen. 

Es erhellet Oberhaupt aus dem Ausdrucke für sin/9> dafs durch einen 
bestimmten Punct einer ebenen Figur entweder nur ein Paar, oder unendUch 
viele Paare Haupl-Axen gelegt werden können. Lassen sich daher auch nur 
zwei verschiedene Paare solcher Axen angeben, welche durch einen Punct 
gehen, so mufs der letztere Fall Statt finden, und es folgt hieraus, dafs anfser 
dem Kreise, unter anderen Figuren auch die regelmftfsigen Vielecke die Eigen- 
schaft besitzen, dafs alle in beliebtgei* Richtung durch deren Mittelpnncte ge- 
legten Axen Haupt- Axen sind. 

§4. 

Die Integrale /y^ dt und fx^di sind die Trtgheits- oder Drehungs^ 
Momente der Fl&che der ebenen Figur in Bezug auf die Axen der x und y. 

Fflr die Drehungs-lffomente in Bezug auf irgend zwei andere Axen der 
/ und if, welche mit den Axen der x und y wie in $. 2. einen Winkel ß 
bilden, findet man, weil 

u = yco8ß—xs\nß, t = yBmß-\'Xcosß ist: 

yi^di ^ffdicosß''\^fw'diAnß'-^2fyxdiconß%\nß, 

Jfhi =fy^diÄxif^\fa?^%t^B^\2fyxdiw%ßAtiß. 

Sucht man denjenigen Werth von ß^, welcher das eine oder das an-* 
dere dieser beiden Integrale zum Maximum oder Minimum macht, so findet 
man denselben Ausdruck för f\nß, wie aus der Gleichung /i»/dis^ 0, und 

*) Boiiut, Versuch einer allgemeinen Geschichte der Mathematik. 

39» 



308 itf« v^ Heim, über die Biegwig elastischer Kih^per. 

der ersloWerth von sin/9, nämlich "f /[iO~ t/(4^«J-^«)) ]^ *f*®''' wennß 
positiv oder /x^di gröfser als /y^8i ist: 

ffdi = i(y/öi+y^öi-fi/(4^HÄ')i 

und zwar ist der Aasdmck für fu^ dt ein Hinimum, der für jt^di ein Maxi- 
mnm in Beziehung auf ß; woraus folgt, dafs unter 9llen rechtwinkligen Axen- 
paaren, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten y und x gelegt werden 
können, die Haupt- Axen diejenigen sind, in Bezug auf welche die Drehungs- 
momente den gröfslen und kleinsten Werth haben. 

Sind die Axen der x und y selbst die Haupt -Axen, oder ist A = 
/yxdi=zO^ so wird das Minimum =/y^öi, das Maximum ==:/r*öi, und 
filr irgend einen Werth von ß: 

fu'di ^ fy'd$i'(fx'di-//di)Hiüß', 

fedi ^fa^8i^{fx^di-ffBiy\iiß'. 

Diese beiden Integrale werden einander gleich und = k(^jy^ 81 '\'Ja^ di\ 
fflr /? = 45®; und hat ß einen andern Werth, so ist jedes derselben das 
gröfsere, oder das kleinere, je nachdem die Axe, in Bezug auf welche es ge- 
nommen ist, der Axe der y^ oder der Axe der x näher liegt. Ist zugleich 
ß^Bi^J^Si^ so werden auch Jt^di nnA Ji' di ^Jf di ^J^x' di, för 
jeden Werth von ß; woraus erhellet, dafs, wenn sämmlliche durch einen 
Punct gehende Axen Baupt-Axen sind, auch die Drehungs-Momente in Bezog 
auf alle diese Axen einander gleich sind; und umgekehrte 

§. 5, 
Es seien die Axen der y und x immer die Haupt-Axen, welche dnrcli 
deren Anfangspunct gehen, und dieser Punct sei der Schwerpnnct der Figur, aber 
fx^di sei gröfser ahjy^di, und J der Flächen-Inhalt der Figur. Man lege 
durch einen Punct, dessen Coordinaten b und a sind, zwei andere Axen mit 
Jenen beiden Axen parallel, so mufs, damit andi diese andern Axen, in Bezug 
auf welche die Coordinaten eines Elements dt die Werthe y — b und x — a 
haben, Haupt-Axen seien, 

ßy^b){x^a)di^O, 
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oder 

/yxdi — a/ydi — b/xdi'\-ab.J = 0, 

d. h. weil der Voraussetzung nach fyxdif und wegen des Schwerpuncts auch 
/y8i und /a?di = sind, a oder b gleicli Null sein. 

Man nehme a gleich Null an^ oder setze den Durchschniltspuncl der 
neuen Axen (im Abstände b vom Schwerpunct) in die Axe der y, so fällt die 
eine neue Axe mit der letztem zusammen und das Drehungs-Moment in Bezug 
auf dieselbe isl /x^di, in Bezug auf die andere Axe aber =/ly — bfdi 

oAet ^ffdi — Ufydi^b\J, d.h. =ffdi'\b\J. 

Sollen nun diese beiden Drehungs- Momente einander gleich sein, so 
erbflU man 

f^di =ffdiYb\J, 

worans > = + V^A'^^-Z^-^^*') hervorgeht. 

Es folgt hieraus, dafs wenn man durch einen Pnnct, welcher in derjenigen 
der beiden durch den Schwerpunct gehenden Haupt- Axen , in Bezug auf welche 

daa Drehungs-Moment das gröfsere ist, in dem Abslande b = ^-^ — j^^^ ^^ 

auf der einen oder der andern Seile vom Schwerpunct Hegt, zwei Axen mit 
den letztem Axen parallel leg^ diese gleichfalls Haupt -Axen sind, in Bezug 
auf welche die Drehungs-Momente gleich grofs sind; oder dafs alle in diesem 
Pnnct sich schneidenden geraden Linien die Eigenschaft der Haupt-Axen besitzen. 
Daraus ergiebt sich ferner, dafs, wenn nicht selbst der Schwerpunct einer ebenen 
Figur so beschaffen ist, dafs alle durch ihn gehenden Axen Haupt-Axen sind, 
zwei solche Poncle auf entgegengesetzten Seiten des Schwerpuncts sich befin- 
den^ welche jedoch nicht nothwendig innerhalb der Figur selbst liegen mflssen. 

Hatte man b statt a gleich Null gesetzt, so wflren fOr a die unmög- 
lichen Werthe ± VC/r'a^-A 'gj) gefunden worden. 

Ist die Figur z. B. ein Rechteck, so erhält man, indem man die Axe 
der X mit der gröfsern Seite h, die Axe der y mit der kleineren Seite y 
parallel, durch den Schwerpunct legt, /yj?öi= 0^ und /a?'ßt= r^i^ff, 

ffdi^^^hs^, J=hg; daher 6 = +y(A(A^-y^)). 
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Bei der ünlersuchang der Biegung fester Körper kommen baaplsflchlich 
die Haapt-Axen, welche den Schwerpancten ebener Figoren zagehören, in 
Betracht. 

§. 6. 

Die folgenden Erörterungen werden sich zonflchst nur aof elastische 
feste Körper mit (ursprQnglich) gerader Längen -Axe (Centrallinie) beziehen. 

Man stelle sich den Körper durch Schnitte, senkrecht auf die Langen- 
Axe, in Schichten von unendlich kleiner Dicke getheilt, und jede Schicht ans 
gleichartigen, mit der Längen -Axe gleichlaufenden Fibern bestehend vor; so 
dafs die Schwerpuncte sämmtlicher Schnitte in diese Linie fallen. 

Man nehme ferner an, jeder Schnitt bestehe, vor und nach der Bie- 
gung, aus denselben Elementen, welche ibre gegenseitige Lage unverändert 
beibehalten. 

Ist der Körper naob beendigter Biegung zur Ruhe gekommen, so muls 
an jedem Normalschnilt zwischen den auf ihn wirkenden äufsern Kräften und 
der Cohäsionskraft oder Spannkraft der Fibern Gleichgewicht Statt finden; 
und dieses kann nur durch gewisse, nach verschiedenen Richtungen erfolgte, 
tänmliche Veränderungen der Fibern des Körpers bestehen, welche zusammen 
das, was man die Biegung nennt, ausmachen. 

Um den Zustand, in welchem der gebogene Körper sich befindet, zn bei- 
stimmen, ist zunächsi^ erforderlich, die Gestalt der krummen Linie, in welche 
die Längen -Axe desselben bei der Biegung flbergeht, kennen zu lernen. 

Zum Behuf der hierauf Bezug habenden Untersuchungen hat man jede der 
auf einen Normalschnitt einwirkenden Kräfte in Theilkräfte zerfället sich vorzu- 
stellen, dereii Richtung entweder winkelrecht auf der Ebene des Schnitts steht, 
oder in diese Ebene selbst fällt, und kann dabei den Satz zu Htklfe nehmen, 
dafs jede Kraft p gleicbgeltend ist mit drei andern, mit ihr in einer Ebene 
liegenden, wovon die eine ihr gleich und parallel ist, die beiden andern aber 
einander gleich und entgegengesetzt sind, und die das Product der Kraft p 
in ihren Abstand von der Richtung der ihr ^eichlaufenden Theilkraft zum 
gemeinschaftlichen Moment haben,, in Bezug auf irgend einen in der Ebime 
liegenden Funct. 

Wird die Zerfälhing irgend einer der auf einen bestimmten Normal- 
schnitt wirkenden Kräfte so bewerkstelligt, dafs die ihr gleiche und ^eich«- 
laufende Kraft durch den Schwerpunct des Normalschnitts geht, so erhält man 
far dieselbe im Allgemeinen folgende Theilkräfte: 
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af) Eben diese durch den Schwerpnnct des Normalichnitis gehende, der xti 
zerfallenden Kraft p gleiche ond parallele Kraft; nnd indem man diese 
wieder zerlegt, 
a) Eine Theilkraft, deren Richtang auf der Ebene des Normalschnitts 
winkelrecht steht oder mit der geraden Linie zusammenfallt, welche 
die ans der Lingen-Axe des Körpers entstandene krumme Linie 
am Normalschnitt berahrt; 
ß) Eine Theilkraft, deren Richtung in die Ebene des Normalschnitts ffiUt. 
6) Ein Paar gleicher nnd entgegengesetzter Theilkrflfte, deren Richtungen 
in der durch den Schwerpnnct des Normalscbnitts und die Richtungslinie 
der zu zerfallenden Kraft p gehenden Ebene liegen; welche Krflfte sich 
weiter zerlegen lassen, in 
a) Ein Paar gleicher und entgegengesetzter KrSfte, deren Richtungen 

senkrecht auf der Ebene des Normalschnilts stehen; 
ß) Ein solches KrSftepaar, dessen Richtung in die Ebene des Nor- 
malscbnitts ffllll. 
Der Kflrze wegen sollen diese aus der ZerfSllung der Kraft p hervorgehenden 
TheilkrSfte durch pa^ Pa^^ Paß^ Pt^ Ph^^ Pbß bezeichnet werden. 

Sind sflmmdiche Krfifie p^ deren Einwirkung der Normalschnitt unter- 
worfen ist, auf solche Art zerfället, so lassen sich alle jene Theilkrafte, welche 
zu einer und derselben Gattung /f«, Pm^ oder p^^ gehören, da ihre Richtungen 
sflmmtlich durch einen Punct gehen, wieder zu einer einzigen Kraft zusam- 
mensetzen; und zwar ist die Resultirende der Theilkraft Pa dieselbe, wie wenn 
alle Krfifte p unmittelbar am Schwerpnnct des Normalscbnitts angebracht waren. 
Und eben so lassen sich die zu jeder Gattung der Krflftepaare p^^ und p^,^ ge- 
hörigen TheilkrSfte zu einem einzigen Kräftepaar vereinigen. 

§•7. 

Die Wirkung, welche jede dieser Gallungen von Theilkriften auf den 
Normalschnitt und die Fiberntheile der Schicht, zu der er gehört, hervorbringt, 
mnfii dne besondere sein. 

1. Durch die Theilkrifte p^^ werden, da sie in winkelrechler Rieh- 
tang auf der Ebene des Normalscbnitts durch dessen Schwerpnnct gehen und 
die Schicht durchaus gleiche Dicke hab) sflmmtUche Fibern der letztern gleich- 
ntSfaig, Je nach der Richtung der algebrm'sohen Summe der Kräfte, entweder 
ausgedehnt oder zusammengedrflckt, und somit das in der Schicht liegende 
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Elemeni der Centrallinie entweder verlängert oder verkürzt. Ihr Einflufs auf die 
Bieguiig des Körpers ist in den meisten Fällen von geringer Bedeolung; erheb- 
licher dagegen der auf die Länge und den Zusland der Spannung des Körpers. 

2. Die durch die Theilkräfte p„^ erzeugte Veränderung mufs, da sie 
gleichfalls durch den Schwerpunct des Normalschnitts gehen, in einer Ver- 
schiebung des ganzen Schnitts nach der Richtung der Summe der Theilkräfte 
besteben, durch welche die Fibern der Schicht eine, wenn auch nur sehr geringe, 
schiefe Stellung gegen den Normalschnitt annehmen. Ihre Wirkung kann, als 
genngfOgig, entweder aufser Acht gelassen, oder erst am Ende der übrigen 
Rechnung durch eine Correction berflcksichtigt werden. 

3. Die Kräftepaare p^^ sind es hauptsächlich, durch welche die KrQm- 
muug der Centrallinie und die Biegung des Körpers entstehen. Der durch sie 
bewirkte Erfolg kann kein anderer sein, als eine Drehung des Normalschnitts 
um eine in ihm liegende gerade Linie; wobei die durch diese Linie begrenzten 
Fibernlheile unverändert bleiben und die Fibern auf der einen Seite derselben 
Linie, je nach der Richtung des Kräftepaares, ausgedehnt, auf der andern 
Seite zusammengedrOckt werden. Da die durch die Drehung verursachte Ab- 
weichung der Fibern von der auf der Ebene des Normalschnitls senkrechten 
Stellung jedenfalls nur unendlich klein ist, so darf man die durch die Drehung 
erzeugten Spannungen der Fibern als parallele Kräfte betrachten. Diese 
Spannungen bilden sonach mit der Resultirenden der Kräftepaare ein System 
von parallelen, auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten Kräften, welche 
unter sich im Gleichgewicht sein mässen ; und die Bedingungen dieses Gleich- 
gewichts liefern die Hauptgleichungen fär die Biegung des Körpers; wie es im 
folgenden Paragraphen näher wird gezeigt werden. 

4. Die Kräftepaare ptß können nur eine Drehung des Normalschnitts 
um einen in ihm liegenden Funct, und dadurch eine Torsion der Fibern, d. b. 
eine im Verhältnifs ihres Abstandes von diesem Pnncte stehende seitliche Ab- 
lenkung der Fibern von ihrer auf der Ebene des Normalschnitls senkrechten 
Stellung hervorbringen. Die durch diese Veränderungen erzeugten Spannun- 
gen der Fibern können ebenfalls als Kräfte, welche in der Ebene des Nor- 
malschnitts liegen, betrachtet werden; so dafs man ein System von Kräften 
hat, deren Richtungen sich in einer Ebene befinden. Die Bedingungen ihres 
Gleichgewichts geben weitere Gleichungen zur Bestimmung des Zustandes des 
gebogenen Körpers. 
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§. 8. 

Um die Gleichangen des Gleicbgewichls zwischen den im vorigen Pa- 
ragraphen unter (3) angefahrten parallelen Krfiflen danrasleUen, sei e die eigen- 
thflmliche Spannkraft des Körpers, d. h. die Kraft, welche die Länge eines aus 
der Materie des Körpers bestehenden Prismas, das die Einheit des Flächen- 
maafses zur Grundfläche hat, durch Ausdehnung zu verdoppeln fähig sein wQrde, 
wenn die Vermehrung der Länge der sie bewirkenden Kraft stets proportional 
wäre. Man setze voraus, dafs die Spannkraft des Körpers gegen die Ausdehniing 
und Zusammendröckung gleich grofs sei; man nehme die Durchschnittslinie des 
Normalschnitls mit der Ebene, in welcher das aus den Kräften p^^ resultirende 
Kräftepaar sich befindet, als Axe der ti, die im Schwerpunct des Normal- 
schnitts darauf senkrechte Linie als Axe der / an, und setze, eine mit dieser 
parallele. Im Abslande Ar von ihr auf der positiven Seite der u liegende Linie 
sei die Axe, um welche der Normalschnitt sich dreht (die Bieytmgs^Axe des 
Normalschnitts); es sei ferner nt die Zahl, welche zu 1 sich verhält, wie die 
Yerlänj^ernng oder Verkflrzung der um die Längen-Einheit von der Biegungs- 
Axe entfernten Fiberntheile zu ihrer anfänglichen Länge. 

Die Kraft der Spannung, mit der ein im Abstände u von der Axe 
der tf oder im Abstände u — k von der Biegungs-Axe gelegenes Element dt 
des Normalschnitts die Drehung zu verhindern strebt, ist =B.m{u — k)dh 
da die Verlängerungen ond Verharzungen der Fiberntheile wie deren Ab- 
stände von der Biegungs-Axe sich Verhalten ; das Moment dieser Spannung in 
Bezug auf die Biegungs-Axe ist =€fli(ti — kfBi, und das Moment derselben 
in Bezug auf die Axe der w, =^€m(u — k)idi 

Zum Gleichgewicht ist nothwendig, dafs sowphl die algebraische Summe 
der parallelen Kräfte, als auch die Summe ihrer Momente in Bezug auf zwei 
im Normalschnitt sich schneidende gerade Linien, fQr welche die Biegungs-Axe 
und die Axe der u genommen werden können, gleich Null seien. Es finden sich 
daher, da nicht nur die Summe der Kräftepaare pi,^^ sondern, der Voraus- 
setzung nach, auch die Summe ihrer Momente in Bezug auf die Axe der u, 
gleich Null ist, die drei Gleichungen: 

emj[u'-k)dl = 0, 

im/lu--k)tdi = 0, 

emJlu — k)^Bi-fV = 0; 

CreUe*i ioarnal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 40 
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wenn W das Moment der Resullirenden der Kräflepaarc ;>6„ bedeulel; wel- 
ches Moment eine gegebene Function der Coordinaten der aus der Centrallinio 
entstandenen krummen Linie ist. 

Da die Axen der u und / durch den Schwerpuncl des Normalschnilts 
gehen, so ist /i/ci=0, und es mufs vermöge der ersten Gleichung auch 
k=:0 sein; woraus folgt, dafs die Biegungs-Axe des Normalschnitls eben- 
falls durch dessen Schwerpunct geht. Die beiden andern Gleichungen redu- 
ciren sich dadurch auf 

2. emJu^di — fV = 0. 

Die Gleichung (1.) zeigt, dafs das Gleichgewicht am Normalschnitt nur 
dann bestehen kann, wenn der Normalschnitt von der auf dessen Ebene senk- 
rechten und durch seinen Schwerpunct gehenden Ebene, in der die Re- 
sultirende der Kräftepaare pi,^ üegt^ in einer Haupt-Axe geschnitten wird. 

In diesem Falle drückt das Integral em/u^di das Biegnngsmoment (Moment 
der Elaslicität) des Körpers am Normalschnitt aus; und wenn zugleich die 
Krfiflepaare Pb^ an sammtlichen Normalschnitten in eine und dieselbe Ebene 
fallen, so ist diese Ebene die KrQmmungs-Ebene der krummen Linie, in welche 
die Centrallinie durch die Biegung übergegangen ist, und die Gleichung (2.) ist 
die Gleichung dieser einfach gekrümmten Linie, indem auch nt als Function 
der Coordinaten sich ausdrücken lafst und, wenn von den Krflflen p^^ abge- 
sehen wird, — gleich dem Krümmungshalbmesser am Normalschnitt ist. Hiebe! 

erlaubt sich der Verfasser dieses Aufsatzes auf seine 1838 herausgegebene Schrift 
„Über Gleichgewicht und Bewegung gespannter n. s. w. Körper'' zu verweisen. 

Wird dagegen die Bedingung, welche die Gleichung (1.) fordert, nicht 
erfüllt, oder ist die Durchschnittslinie des Normalschnilts mit der Ebene, worin 
die Resultirende der KrSflepaare pi,^ liegt, keine Haupt-Axe, so ist anch die 
Gleichung (2.) unzulflfsig, weil das Gleichgewicht zwischen dem Moment IV 
der Resultirenden und dem Moment der Spannkräfte em/u^di unmöglich ist, 
und die Biegnngs-Axe des Normalschnitts kann nicht, wie vorausgesetzt wurde, 
senkrecht auf jener Durchschnillslinie sein. In diesem Falle mufs daher das 
Gleichgewicht durch eine andere Lage der Biegungs-Axe und durch Ver- 
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tbeiluu^ des Moments W auf beide Haupl-Axen hergestellt werden. Man er- 
hält dann statt der Gleichnng (2.) zwei Gleichungen, welche die Gleichungen 
fOr die aus der Centrallinie des Körpers entstandene krumme Linie sind; wie 
es in der oben angefahrten Schrift gezeigt ist. Diese Linie ist daher im All- 
gemeinen eine doppelt gekrümmte. Sie wird es ebenfalls sein, wenn zwar 
die Normalschnitle von den Ebenen der Resultirenden der Kräftepaare pi, in 
Haupt- Axen geschnitten werden, wie z. B. wenn die Normalschnilte eine 
solche Gestalt haben , dafs alle durch deren Schwerpuncte gehenden geraden Li- 
nien Haupt- Axen sind, jene Ebenen aber nicht alle in eine zusammenfallen. 

Es ist diesen Betrachtungen gemafs anzunehmen, dafs, wenn die Kraft 
oder die Resultirende der Kräfte, durch welche ein Körper mit gerader Central- 
linie gebogen wird, ursprfinglich mit der Centrallinie in einer Ebene liegt und 
diese Ebene die Normalschnitte in Haupt- Axen schneidet, sei es nun, dafs die 
Normalschnitte nur zwei, oder unzählig viele solche Axen haben, die Centrallinie 
eine einfache Krümmung annehmen, wenn aber die Richtung der Kraft diesen Be- 
dingungen nicht genügt, im Allgemeinen eine doppelte Krümmung entstehen wird. 

Wird z. B. ein Körper, dessen Normalschnitte längliche Rechtecke sind, 
von einer an der Centrallinie angebrachten Kraft so gebogen, dafs die eine 
oder die andere Seite dieser Recht- Ecke mit der durch die Centrallinie und die 
Richtung der Kran gehenden Ebene parallel ist, so wird eine einfache Krüm- 
mung, bei einer anderen Richtung der Kraft aber eine doppelte Krümmung 
erfolgen. 

§. 9. 

Für das Gleichgewicht zwischen den Kräftepaaren pf, und den ihnen 
entgegenstrebenden Spannungen der Fibern lassen sich ebenfalls drei Gleichun- 
gen conslruiren. 

Bezeichnet man mit 17 die eigenthümliche Spannkraft des Körpers gegen 
Torsion, d.h. die Kraft, welche erforderlich wäre, um ein Aggregat von Fi- 
bern des Körpers, dessen Querschnitt die Gröfse der Flächen -Einheit hat, in 
einer ihrer Länge gleichen seitlichen Ausweichung zu erhalten ; und mit n die 
Verhältnifszahl der Ausweichung einer um den Halbmesser = 1 vom Dreh- 
punct entfernten Fiber zu ihrer Lange oder zur Dicke der Schicht, so wird die 
Kraft, mit welcher ein um den Halbmesser ^ vom Drehpunct abstehendes Ele- 
ment di des Normalschnilts der Drehung widersteht, durch rjU^di ausgedrückt. 

Wird diese Kraft nach zwei durch den Drehpunct gehenden rechtwinke- 
ligen Axen zerlegt, so giebt sie, wenn u und / die Coordinaten des Ele- 

40» 
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ments di sind, nach der Ricbtaog der Axe der u die Tbeilkraft rintdif und 
nach der Richtung der Axe der / die Theilkraft rinudi Das Moment der 
Kraft in Bezug auf den Drehpunct ist rin^^di 

Die Bedingungen des Gleichgewichts sind, dafs sowohl die Summe der 
Theilkräfle nach jeder der beiden Coordinaten-Axen, als auch die Summe der 
Momente in Bezug auf den Drehpunct, gleich Null seien, und es ergeben sich 
hieraus, da die Summen der Krftflepaare pt^ fflr sich gleich Null sind, die 
drei Gleichungen: 

fijntdi = 0, oder y}öi = 0, 
/^iitidt = 0, oder /iföi = 0, 

wo V das Moment der Resultirenden der Kraftepaare pt,^ bedeutet. 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt, dafs die Drehung des Nor- 
malschnitts nur um seinen Schwerpunct geschehen kann, und die dritte Glei- 
chung giebt einen Ausdruck fflr das Torsionsmoment am Normalschnitt, sowie 
fflr den Torsionswinkel an demselben; welcher Winkel, wenn d# die Dicke 
der Schicht bezeichnet, s=nds ist. 

Mit der hier betrachteten Drehung des Normalschnitts ist ferner noch 
eine Verharzung der Fibern oder eine Verminderung der Dicke Bs verban- 
den, die Jedoch, als zu unbedeutend, in den Gleichungen, welche auf die 
Gestalt des Körpers nach der Biegung Bezug haben, fOglich aufser Acht blei- 
ben kann. 

§. 10. 
Unter den neuern Schriftstellern, welche die Lehre von dem Gleich- 
gewicht und der Bewegung elastischer fester Körper zum Gegenstande ihrer 
Forschungen gemacht haben, nimmt unstreitig Paisson eine der ersten Stellen ein. 

Er hat theils mehrere besondere Abhandlungen Ober diesen Gegen- 
stand in den ^Mömoires de TAcademie des scIences Tome VIII.** und in den 
^ Annales de chimie et de physique 1829*' geliefert, theils denselben in seinem 
^Traitö de mecanique, 2te Ausg. 1833** mit einiger Ausfflhrlichkeit bearbeitet, 
und sich hierdurch wesentliche Verdienste um den genannten Zweig der ma- 
thematischen Physik erworben. 
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Jedoch sind einige der Ergebnisse seiner Untersuchungen, hauptsfich« 
lieh ans dem Grunde, weil er die Haupt -Axen der Querschnitte der Körper 
entweder nicht berflcksicbtigt, oder, was wahrscheinlich ist, nicht gekannt hat, 
nicht frei von Ungenauigkeiten oder Unrichtigkeiten. 

Pafs dieses namentlich bei den allgemeinen Gleichungen Aber das Gleich- 
gewicht einer elastischen Ruthe, wie sie PoUson im ersten Bande seines 
^Traite de Mecanique Nro. 316 u. folg.'' giebt, und woraus er die Bestfindig- 
keit des Torsionsmoments der Ruthe im gebogenen Zustande ableitet, der Fall 
ist, soll hier «mstfindlicher gezeigt werden *). 

§. 11. 

Poisson wendet auf den Fall einer gebogenen elastischen Ruthe die 
drei Gleichungen des Gleichgewichts eines um einen festen Punct beweglichen 
festen Körpers , auf welchen Krfifte von beliebigen Richtungen wirken , an, 
indem er sowohl die Momente der spannenden Krfifle, als auch die Momente 
der der Drehung irgend eines Normalschnitts um die Normale an der Krflm- 
mnnp- Ebene des Centralpuncts widerstehenden Spannungen, dab Biegungs- 
moment, so wie die Momente der der Drehung des Normalschnitts um den- 
selben Punct widerstehenden Spannungen (das Torsionsmoment) nach drei 
durch jenen Punct gehenden Coordinaten-Axen zerlegt und die Summe der 
Momente der Krfifte und Spannungen in Bezug auf jede dieser Axen gleich 
Null setzt. ' 

Der Fall des Gleichgewichts eines um einen festen Punct beweglichen 
Körpers trifft aber hier nur unter gewissen Voraussetzungen zu, und wenn 
dieselben nicht Statt finden, mufs die Anwendung der ihm entsprechenden 
Gleichungen zu unrichtigen Resultaten fahren. Es giebt nfimlich, wenn es 
sich von dem Gleichgewichte eines gebogenen elastischen Körpers an einem 
seiner Normalschnitte handelt, zwei verschiedene Systeme von Krfiflen, deren 
jedes fflr sich im Gleichgewicht sein mufs: nemlich ein System von parallelen, 
auf der Ebene des Normalschnitts winkelrechten, bei der Drehung des Nor- 
malschnitls um die Biegungs-Axe wirksamen Krfiflen, und ein System von 
Krfiften, welche in der Ebene des Normalschnitts liegen und bei der Drehung 
des Normalschnitls um einen in ihm liegenden Punct (der Torsion) thfitig sind. 
Jedes dieser Systeme giebt, wie $. 8. gezeigt ist, drei Gleichgewichtsglei- 

*) Da diese Gleichoagen, wie sie Poisson giebt, inzwischen bereits in mehrere 
Lehrbficher der Mechanik aufgenommen worden sind, so durfte es um so mehr im In- 
teresse der Wissenschaft sein, fiuf die Mfingel derselben aufmerksam zn machen. 
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chungen. Sind jedoch diese ricblig bestimml, und hat man ihnen gemflfs die 
Drehungs-Axen fflr beide Systeme angenommen^ so müssen auch, indem man 
den diesen Axen gemeinschaftlichen Pnnct als festen Punct betrachtet und 
die auf dieselben Bezug habenden Momente nach drei in diesem Punct sich 
schneidenden recbl\tinliligen Axen zerlegt, die Gleichungen, wdche das Gleicli- 
gewicht zwischen der Summe der Momente in Bezug auf Jede dieser drei 
Axen ausdrücken, gültig sein. 

Nun dienen zwei der drei Gleichungen des einen Systems der in der 
Ebene des Normalschnills liegenden Kräfte, anzuzeigen, dafs der Normalschnitt 
sich um seinen Schwerpunct, oder um die Berührende an der Centrallinie, 
drehen mufs und, indem man die Momente derselben KrSfte (das Torsions- 
momenl) auf diese Berührende als Axe bezogen hat, ist den genannten zwei 
Gleichungen Genüge geschehen, wenn auch die Noihwendigkeit, so zu ver* 
fahren, nicht zuvor erwiesen wurde. 

Gleichfalls ist die eine Gleichung des andern Systems der auf der 
Ebene des Normalschnills winkelrechten Kräfte, welche fordert, dafs die Axe 
der Drehung durch den Schwerpunct des Normalschnitls gehe, berücksichtigt. 
Auch ist die Normale auf der Krümmungs -Ebene am Centralpnnct wirklich 
die Axe fflr die Drehung des Normalschnitls (die Biegungs-Axe), selbst wenn 
man zwei Ajlou der Drehung anzunehmen gen5thigt ist. Aber diese eine 
Axe genügt, wie aus §. 8. erhellet, für das Gleichgewicht nur <lann, wenn 
der Durchschnitt der Krümmungs-Ebene mit dem Normalschnitt eine Houpt- 
Axe ist. Denn findet das Letzlere Statt, so ist eben dadurch eine zweite der 
drei Bedingungsgleichungen des Systems (§.8.), nemlich die Gleichung futdi 
= erfüllt. Ist aber jene Durcbschniltslinie keine Uaupl-Axe, d. h. fällt die 
Resullirende der Kräfte des Systems nicht in die Krümmungs- Ebene, so mufs 
noch einer weitern Bedingung genügt werden; und diese Bedingung kommt 
darauf hinaus, dafs man die Momente der bei der Drehung thätigen Krüfte auf 
zwei Axen, statt auf eine einzige bezieht, und die Summe der Momente in 
Bezug auf jede Axe gleich Null setzt; wozu am einfachsten die beiden Haupt- 
Axen dienen. 

Es ergiebt sich aber hieraus, dafs, wenn die Momente der zuletzt er- 
wähnten Kräfte in Bezug auf beide Haupt- Axen genommen werden,, wen« 
man dann diese Momente und das Torsionsmoment nach den drei im Central- 
punct des Normalschnitts sich schneidenden Coordinalen-Axen zerlegt und die 
algebraische Summe der Momente in Bezug auf jede dieser Axen gleieb Null setzt; 
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dars dann die drei hierans hervorgebenden Gleichungen als die Gleichangen fOr 
das Gleichgewicht des gebogenen elastischen Körpers betrachtet werden können. 

§. 12. 
Um diese Zerlegung zu bewerkstelligen, bat man zuvor analytische Aus- 
drflcke fOr die Cosinus der Winkel, welche die Haupt -Axen mit den Coordi- 
naten-Axen bilden, zu suchen. 

Zu diesem Behuf stelle (Fig. 1.) die Ebene des Normalschnitls am 
Punct nt vor; mq sei die Durchschnittslinie der KrQmmungs- Ebene auf der 
Seite, wo die Fibern ausgedehnt werden, so dafs auf der andern Seite von tn in 
dieser Linie der Krammungshalbmesser liegt; tnp sei die Normale auf der Kreis- 
Ebene auf der als bestimmt angenommenen Seite; bd, ce seien die beiden 
Haupt -Axen im Gentralpunct m, und zu deren Unterscheidung me als Axe 
der tf mä als Axe der u bezeichnet; mq bilde mit md den Winkel ^. 

Man stelle sich die (positive) Axe der x, mx (welche aufser der Ebene 
der Figur fällt) , mit der Normalen mp der Durchschnittslinie der KrOmmungs- 
Ebene mq und der Haupt- Axe md durch Ebenen verbunden vor, und bezeichne 
die Winkel pmx mit f, qmx mit fi und dmx mit v, so ist in dem sphäri- 
schen Dreieck dxq: 

, cos f. — cos e; cos ä 

8in V sin g 

und in dem sphärischen Dreieck dxp: 

j cosf — cos t; sin I 
cosa = — '-. 1 — ^, 

und da die Winkel d in beiden Dreiecken einander zu 180^ ergänzen, 

cosf, — cos r cos I cos r sin I — cosf 

sinvsini sine; cos $ ' 

woraus co8dmx = co3fs\nS'\'Cosfieos§ folgt, 

Aof gleichem Wege findet man, wenn der Winkel emx mit Vg be- 
sddinet wird, in dem sphiriscben Dreieck cxq, in welchem der Winkel cmq 

=:90«-f?i8l, 

cos/. + 00819, sin I 

cosc = — M-i- L — ^, 

srnr^GOsf ^ 

in dem aphflrischen Dreieck cxp: 

eos/— co8v.cos{ 
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lind da die Winkel c in beiden Dreiecken gleich sind, 

co8^, -f co8t;,8in| co8/^--co8<;| cosi ^ 

slruJTcosI sinvjsinl ' 

woraus cos c mx = cos/'cos | — cos /l sin | hervorgehl. 

Sind dmy, cmy, g, g^ die Winkel, welche die (positive) Axe der y, 
dmz, cmz, A, hi die Winkel, welche die (positive) Axe der z mit den 
Haupl-Axen tili/, mc, der Normalen mp und der Darchschniltslinie mq bildet, 
so erhall man auf gleiche Weise: 

cos dwy = co8.y siaf -f cos^icosf, 
cosciwy = co8;$rcos^ — cosjfxsinl^ 
cos dm 2r =: cos A sin § -f ^^^ ^h ^os I ^ 
cos cmz = cosAcosI — cosA|Sin|: 
daher, wenn /n, fii die Biegungsmomente in Bezug auf die Haupt- Axen md^ 
mc^^ bedeuten, fQr dieselben Momente in Bezug auf die Axen der x, y und z: 
cos/'(^8in|-fi"iCOs|)-j-cos/i(jUcosJ — ^isinl), 
cosg(fis\nS'\'/iiCos§)'{cosgi(/icosS—/iiS\nQ^ 
cosh{iJ^B\nS^/iiCosS)^eoshi{/ieosS—fiiSinS). 
Heifst ferner r das Torsions -Moment am Normalschnitt, d.i. das Moment der 
der Torsion widerstrebenden Spannungen der angrenzenden FibemtheiFe in 
Bezug auf die Berahrende am Centralpuncl m, so sind 

dx dy dz 

diese Momente in Bezug auf die drei durch diesen Puncl gehenden Axen. 

§. 13. 
Um die Momente der die Spannung des Körpers bewirkenden Krifte 
in Bezug auf eben diese Axen auszudrücken, nehme man den freien End- 
punct der Centrallinie als Anfangspunct der Coordinaten x, y, z und des Bo- 
gens s der Centrallinie an; x, y, z seien die Coordinaten des Fundes in der 
Centrallinie, welcher der Schwerpunct des Normalschnitts ist, an welchem man 
das Gleichgewicht zwischen den spannenden Krflften und den ihnen wider- 
strebenden Spannungen betrachtet, s der zugehörige Bogen ; es seien x^, y^, z' 
die Coordinaten eines andern Puncts in der Centrallinie zwischen dem freien 



*) Wird der Theil md der Axe de als Umdrehungs-Axe genommen, und Allt mp 
zwischen md und mc, so mufs auch der Theil mc (nicht me) der Axe ee als Um- 
drehungs-Axe genommen werden. 
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Endpuncl und demPunct m, ff der durch n/ begrenzte Bogen, iS'der Flächen- 
inhalt des Norm.Mschnitls an m\ ß die Dichtigkeit des Körpers an diesem 
Ponct, so dars ßS'ds' die Masse einer Schicht an demselhen Punct bedenlet; 
X'ßS'ds\ Y'ßS'ds', Z'ßS'ds' seien die nach den drei Axen zerlegten Theil-* 
krSfte, von denen diese Schicht (im Scliwerpnnct) angegriffen wird, X', Y^, Z' 
daher die entsprechenden heschleunigenden Kräfte. Y^z — z') — Z'(y — y) 
sind die Momente der Theilkrafte am Punct m, in Bezug auf die Axe der Xf 
welche, wenn positiv, die Ebene der positiven x und y in den körperlichen Win- 
kel der posiliven Cordinaten hincinzudrehen streben; Z\x — x') — X'(z — z') 
sind die Momente in Bezug auf die Axe der y, welche, wenn positiv, die Ebene 
der posiliven y und z, und eben so X'(y — y')—Y'(x — x') die Momente in 
Bezog auf die Axe der Z, welche, wenn positiv, die Ebene der positiven 
z und x in den körperlichen Winkel der posiliven Coordinaten hineinzudre- 
hen streben. 

Benennt man der Kfirze wegen 

fl{Y\z-z')^Z\y-y)']ßS'cJs' mit X,, 
fiiZ'(x-x')-X'(z-z')']ßS'ds' mit F„ 
y^y^y^-Y'ix-x'yjßS'ds' mit Z„ 



M 



so sind Xi, iFi, Zi die Summen dieser Momente in Bezug auf die Axen der 
X, Vi z; und wenn ferner am freien Ende des Körpers Kräfte angebracht 
sind, welche eine Resultirende haben, die, nach den Richtungen der drei Axen 
zerlegt, die Theilkrafte PiQiR giebt und deren Angriffspunct die Coordinaten 
a*f b\ c* hat, so sind die Momente dieser Kräfte nach den drei Axen: 

R{x-(i)-P(z-c'), 
P{r-V)-Q{x-a'). 
Bei der Construction der Gleichungen fflr das Gleichgewicht des ge- 
bogenen Körpers hat man nun die Summe sämmtlicher Momente in Bezug auf 
jede der drei Axen zu nehmen, indem man sowohl den Momenten der Bie- 
gung fi, /tj, als dem Torsions -Momente r, deren Richtungen denen der Mo- 
mente der spannenden Kräfte entgegengesetzt sind, das negative Zeichen giebt, 
nnd jede dieser Summen gleich Nnll zu setzen. 
Die Gleichungen werden hierdurch zu: 

Crellt'» Joornal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 41 



322 iS. V. Beim, über die Biegung elastischer Körper. 

^JTi-j-OC« — O — /l(y — Ä'; — r-^— cos/*(^sin^-j*^iCOS^) 



[Z,-l-JP(y— Ä')-(?(a? — o') — T.|^ — cosÄCiUsml+^xCOsf) 



cos fiiiii cos S — t^iSin$) = 0, 

cosg{^ sin i" -j" A^i ^^^ ^) 

— cos^i(;itco8?— //isinf) = 0, 

— cos h (fi sin I -j" i"i ^^^ ^ ) 

— cosÄi(//cos^ — jMisin$) = 0. 



§. 14. 
Was die Winkel/", ff, h, fi^ffi^ Ai betrifft, so hat man nach Pohson 1. 19, 
indem man die unabhängige Veränderliche der Symmetrie der Ausdröcke we- 
gen vorerst unbestimmt läfst: 

cos/" = ±^(dyd^z- BzB'^y), 
cos^ == + -T- (Jdz d'^x — dx d^z) , 

cosA == ±j-'{vxd^y — dyd^x); 

wo k'^ die Summe der Quadrate der drei Zähler und k die positive Wurzel 
aus dieser Summe bedeutet; und da die Geraden pm, qm Q¥ig. 1.) und die 
berflhrende am Punct m winkelrecht auf einander stehen, so finden zwischen 
denselben Winkeln und denen, welche die berQhrende mit den drei Coordi- 

naIen-Axen bildet, und deren Cosinus 3~9 ^9 ?" ^^"^9 ^^^ Beziehungen 



cosr + cos/;H(57y=li 

COS/-|-C08^i'4-(g^) = 1, 



Statt; und daraus folgt, wenn ^ den positiven Werth desKrammungshalbmessers^- 
am Puncto 191 bezeichnet: 

.- . dz(dzd*x—dxd*z)—dy(dxd*y-dyd*x) . ^"S$ 

n. s. w. 
Diese Ausdrücke fQr die Cosinus der Winkel /l, g^ und h^ sind, so 
wie jene fOr die Cosinus der Winkel f, g, k^ zweideutig, da sie sich sowohl 
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auf den Tbeil tny des Darcbschnilts der Kr Qmmangs- Ebene mit dem Normal- 
schnitt und auf den Tbeil mp der Normalen auf der Krammungs- Ebene, als 
auf die andern Tbeile dieser Linien an der entgegengesetzten Seite von m 
bezieben können. 

Da jedoch nach Poisson I. No. 20. die Projektion des Krflmmungs- 
halbmessers auf die Axe der x, welche Projection daselbst mit x^ — x be- 
zeichnet wird, 

— ^ d? 

ist, und ' den Cosinus des Winkels ausdrückt, welchen die positive Axe 

der X mit dem auf der hohlen Seite der Curve (auf der der Mittelpunct der 
Krümmung sich befindet) liegenden Tbeil des Dnrchschnitls der KrOmmungs- 
Ebene und des Normalschnitts einschliefst, die Linie mq aber auf der erha- 
benen Seile der Curve, auf der die Fibern ausgedehnt werden, vorausgesetzt 
wird, so hat man offenbar in den Ausdrücken für cosf, etc. das Zeichen — 
zu nehmen. Demnach ergiebt sich 

j. dz{dzd^j: — dsd*z)—dY{da:d\ — dyd^x) ' ds 



a.|i: 



cosy 



dx(dxd'y'-dYd*x) — dzidyd'z — dzd*y) ds 

.,= -P '■ '■ ö;i = -^'ST' 



^ dz 



«^.A . dr(dyd*z—dzd*y)-'dx(dzd*x — dxd*z) ds 

Etwas mehr Schwierigkeiten macht die Zweideutigkeit der Ausdrücke 
für cos^ cos^ und cosA. 

§. 15. 
Man setze zur Abkürzung 
a= dyd'z — dzdy, b = dz d'x—dx8^z, c = Bxd'^y — dyd^x, 
so tot 

da = dyd'z — dz d'y, 8b = dz 8'x — SxS'z, 8c = 8x8'y— ByB'xf 
und die Gleichung für die Krümmungs- Ebene am Puncto m der Curve m^^m^mm! 
(Flg. 2.) , dessen Coordinalen x, y und z sind, wenn x\ y' und z' die lau- 
fenden Coordinalen vorstellen (^Poisson I. 19.) ist: 

A. /i(V— j?)4-*(/ — y) + c(«' — ar) = 0; 

41» 
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Die Gleichung aber fOr dieKrOmmangs-Ebene am nfichslfolgenden Pnncte m^ 
anf derjenigen Seite des darch m begrenzten Bogens s, nach welcher dieser als 
zunehmend oder wo das Element mm'=^ds als positiv angenommen wird, erhftlt 
man, indem man in (J.) x^dx, y'\'dy, z-^dz statt x, y, z setzt und (^.) 
abzieht, oder indem man diese Gleicbang nach x, y, z differentiirt ; nemlich: 
B. 8a{x' — x)'\-db(y — y)'\'dc{z' — z) = 0. 

Aus beiden Gleichungen folgt ffir die auf der Durchschnitlslinie bei- 
der Krömmungs- Ebenen senkrechte, durch den Punct m gehende Ebene die 
Gleichung 
C. {bdc-cdbXx' — x)'{'{c8a—a8c)iy — y)']-(adb-b8a)(z' — z) = 0. 

Diese Durchschnittslinie ist aber keine andere, als die Berührende mt 
der Curve, in welche das beiden KrOmmungs- Ebenen gemeinschaftliche Ele- 
ment nijim derselben fällt, und die Gleichung der auf diesem Element nor- 
malen Ebene 

(x' — x)8x'\'(y — y)dy-\-(z' — z)dz = 

mufs daher nur der Multiplication mit einem Factor O bedOrfen, um in die 

Gleichung (C) fiberziigehen , so dafs 

bde—cdh cda—ade ndh — bda ^ . ^ 

= 3 = 3 = O ist. 

öjr oy dz 

Wirklich findet sich 

O = dxic'y8'z-d'zd'y)'\'dy{d'zd'x-d'x8'z)+8zi8'x8'y-8'yB'x). 

Bezeichnet ^ den spitzen (unendlich kleinen) Winkel, den beide KrQm- 
mungs-Ebenen mit einander einschliefsen, so ist {Poisson I. 19.) 

^^ = (5.cos/0H(ö-cos^)H(ö-cosÄ)% 

oder da sich 

^ ^ c{eda'—adc)—b{adb — bda) 
O.COS/ = ^1 9 

r, u{aBb'-bda)—c{bdc^cdb) 
O.COSff = ji , 



findet 



Q . b(bdc — cdb) — a(cda—adc) 
O.COSn = ji 

« __ (bde—edi)*-\'(eda—adc)*-\-(adi—bday 

d« 



/Ode— cdb d»\* /eda—adc dt\* /aBb—bda d*\* 
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und der dem Winkel der Krümmunge^Ebenen^ ^, zugehörige Halbmesser ^ 
welcher nur positiv genommen werden soll, ist 

ds . *• 

T^ -TT' 

je nachdem O posiliv oder negativ ist; dem gemäfs also der KrOmmungswinlcel 
^=g-i zum Winkel der KrOmmungs-Ebenen ^, oder der dem letztern zugehörige 
Halbmesser -^ zam Krflmmangshalbmesser -^ sich verhält, wie 1 zu ±0.(j£)' 

§. 16. 
Die Gleichung für die winkelrecht auf den Krümmungshalbmesser am 
Puncto m gefOhrte, durch das Element Wim (Fig. 2.) gehende Ebene ist 

cos/i(j/ — a?)-f cosyi(/ — y)-]-cosÄi(«'— i) = 0, 
oder 
A- {b8z—cdyXx''-x)'\-(cdx—a8z)(y—y)'\'{a8y—bdx)(z'—z) = 

und, in Verbindung mit dieser, die Gleichung fOr die durch das Element tnin' 
gehende, auf dem Krammungshalbmesser am Punct r// senkrechte Ebene, 
welche man durch Differenliiren der Gleichung (Z>.) nach x, y und z erhfilt: 

E. (:dbdz — 8cdy+bd^z — cdy)ix' — x) 
^{ecdx — dadz'\'c8^x — ad^z)(y' — y) 
'\'{dady — dbdx'{'ady — bd^xXz' — z) = 0. 

Hieraus findet man folgende Gleichungen fQr die , ebenfalls durch den Punct m 
gehende Durchschnitlslinie beider Ebenen: 

*' a*'+(6öc— cöA)ö«* ~ bk*+(eda—aae)ds* ^ ck^+(aab'^bda)ds*' 

Wird nun durch einen Punct in der Berflhrenden am Puncto m oder in 
der Durchschnittslinie beider Krfimmungs-Ebenen, welcher auf der positiven 

Seite des Bogens s im Abstände / vom Puncto m liegt, oder dessen Coor- 

«> «^ «^ 

dinaten x-^-h—^ ^'4"'*a^' ^^"'*a^ ®^"^' ®*"^ Ebene winkelrecht auf die 
Berflhrende gelegt, so ist die Gleichung dieser Ebene: 

(«'—'•t)»'+(/-y-'-^)«y+(»'-'»-'lr> = «. 

oder 

G. (V — ar)öx +(/.—>•) 5y +(«' — «) Sar = Ids. 
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Die drei Ebenen, deren Gleicbangen QD., E. und C) sind, mfissen, da 
keine derselben mit einer der andern parallel ist, sieb in einem und demselben 
Pnncie schneiden, und die Coordinaten dieses gemeinscbaftlicben Puncis sind 
die Werthe von x\ y' und z\ welche durch die genannten drei Gleicbangen, 
indem man die Coordinaten in ihnen gleich annimmt, bestimmt werden. 

Setzt man in die Gleichung (C) die aus den Gleichungen (F.) für 
y' — y und z' — z sich ergebenden Ausdrücke, so findet man 

ldsCah*-\-(bdc^cdb)ds*) 



X —X = 



bs\[bdc—cbb)ldx\{s^ba~aBc)Qy'\'(aQb'-bbu)Bz\ 



oder 



— ^- bdc—cdb'^^'al' 
3« 5 

OS 



, t dx t ah g 



ds ^ . bdc—cdb ^ , 

OS* 5 ds*"Yt 

Auf gleiche Weise erhalt man, wenn man die auf die BerQbrende am 
Funde m winkelrechle Ebene durch einen auf der negativen Seite des Bogens a 
im Abstände / von m in der Berührenden liegenden Punct legt, dessen Coor- 

dinaten x — '-^^ ^~'*5^' * — '^ ^'"^' ^^^ ^'® Ordinate x' des Durch- 
schnittspuncts der drei Ebenen: 

Die Figur 3. stelle die auf der Berührenden am Punct m winkelrechte 
Ebene dar; sie werde von dieser Berührenden im Punct A, von der Krüm- 
mungs-Ebene am Puncto tn in der Linie Ap, von der Krümmungs-Ebene am 
Puncto m' in der Linie hq und von der Ebene (Z).) in der Linie Ar ge- 
schnitten. Je nachdem die Ebene der Figur auf der Seite von m liegt, nach 
welcher hin der Bogen s zunimmt, oder nach welcher hin er abnimmt, wird sie 
von der Durchschniltslinie (jP.) entweder auf derjenigen Seite der Krflmmungs- 
Ebene am Puncto m, auf welcher das positive ds aus dieser Ebene heraustritt 
und auf welcher demnach der Punct m' liegt, oder auf der entgegengesetzten 
Seite derselben Ebene, entweder in r, oder in r', geschnitten, und die Durch- 
schnittslinien nr und n'r' der Ebene (E.') mit den beiden durch die Ebene 
der Figur dargestellten Ebenen sleboii, weil sowohl die Ebene QE.^ als die 
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ebengenannlen beiden Ebenen auf der Krammungs-Ebene am Puncle fii' senk- 
recht sind, winkelrechl auf der Linie hq. 

Der Winkel Am tu', den die Berfihrende am Puncle m mit der Berüh- 
renden am nächstfolgenden Puncle tn! in der Krflmmungs- Ebene am letztern 
Punct bildet, ist dem KrQmmnngswinkel d gleich, und die Beröhrende trifft die 
Ebene der Figur in n, oder in n\ Nimmt man daher den Abstand / gleich dem 

Krammungshalbmesser q =-rr- an, so werden hn und hn' gleich d^, und 

da der Winkel hnr, oder hnr\ dem Winkel phq^ d. h. dem Winkel der 
KrQmmungs- Ebenen ^, gleich ist, so sind hr und hr^ dem diesem Winkel 

zugehörigen Halbmesser y- gleich. Es ist ferner 

, 1 Sjp a ah* 

in welchen Gleichungen der Ausdruck x' — x—(}'^ den auf die Axe der x 

projicirten Halbmesser -^ = Ar an derjenigen Seite der Krflmmungs -Ebene am 

dr 
Puncte m, auf der das positive 8s aus ihr hervortritt, der Ausdruck or'— or-f (i-^ 

dieselbe Projeclion des Halbmessers -^ := hr^ an der andern Seile dieser 

Ebene bedeutet, und ±-71-) jo nachdem O einen positiven oder negativen 

Werth hat, eben diesem Halbmesser -y gleich ist 

Hieraus folgt aber 

-- dx 

x-'X+e--^ 

•j- oder cos/; mit dem positiven Zeichen, = gj ; 

T 

WO das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem O positiv oder ne- 
gativ ist. Eben so ergiebt sich 

y oder cos^l /--y+gS *'-«+f^ 

>y mit positivem Zeichen, = g s= g ; 

y oder cosÄJ -^ -j- 

ond es mnfs hieraus der Schlufs gezogen werden, dafs die mit positivem Zei- 
dieii genommenen Ausdrficke von eosfp eosg und cos^^ wenn O positiv ist. 
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auf die Normale an derjenigen Seile der KrQmmnngs- Ebene, wo das posi- 
tive ds aus ihr heraustritt, bei negativem O aber auf die enigegengeselste 
Seite sich beziehen. 

Ein reelles, in der Gestalt der Curve begrflndetes Merkmal fflr die 
Seite der Krümmungs-Ebene, auf welche man die so genommenen Ausdrflcke 
zu beziehen hat, so wie dasselbe in Bezug auf die Cosinus der Winkel /i, 
J9i^ K fflr die Seite der BerQhrenden (§. 14.) besteht, findet demnach, wie 
aus diesen Erörterungen weiter zu folgern ist, nicht Statt, da dos Zeichen 
der Gröfse 0> fOr einen bestimmten Punct m der Curve, von der Lage der 
drei Coordinaten-Axen und von den Richtungen, nach denen ihre positiven 
Theile sich erstrecken (welche Lage und Richtungen ganz beliebig gewählt 
werden können) abhangt und, überdies die Seite des Bogens s^ nach welcher 
derselbe als vom Puncto an zunehmend angesehen wird, ebenfalls beliebig und 
unabhängig von den genannten Richtungen der Coordinaten-Axen genommen 
werden kann, so dafs es eben durch diese Seite des Bogens a in die Will- 
kür gelegt ist, die Ausdrücke für die Cosinus der Winkel /", ^, h mit po- 
sitivem Zeichen, bei bekanntem Zeichen des Werthes von O, auf die eine 
oder die andere der beiden Seiten der Krümmungs- Ebene des Punctes m zu 
beziehen. 

§. 17. 

Die auf den Winkel der Krümmungs- Ebenen Bezug habenden Aus- 
drücke werden etwas einfacher, wenn man eine der Veränderlichen, z. B. y, 
als unabhängige Veränderliche einrührt. 

Man erhält dann, indem man der Kürze wegen 
dx 3V 

dz d*z d'z 
dy' a/' dy' 

h ^iiir^ti'r\h ^'ii — '^i ^li) 

ds __ _^_ zl+Jiu'\'{ZtXst—J\Zu)\ 

WO das obere Zeichen auf einen positiven, das unlere auf einen negativen 
Werlh von ^u^i„ — ^,,^tu ^'^^^ bezieht. 

Um das in den beiden vorigen Paragraphen Vorgetragene durch ein 
einfaches Beispiel zu erlöulern, werde biezu die Curve gewählt, welche durch 



mit x^, x^^, x^^^, 

mit Zj, z^^, z^^^ bezeichnet: 
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den DurchschniU der krummen Flächen zweier geraden Cylinder, deren Grund- 
flächen Kreise sind, gebildet wird. 

Die Axe des einen Cylinders, dessen Halbmesser = JR sei , werde zur 
Axe der z^ die Axe des andern, dessen Halbmesser =r, zur Axe der x 
und der Durchschnittspuncl der beiden winkelrecht auf einander stehenden Axen 
zum Anfangspunct der Coordinalen genommen. 

Die Gleichung des ersten Cylinders ist )'^-['^^ = Ä% 
Die Gleichung des zweiten - - - y^ -]-«* = r', 
und es ist 

^, — — , s^, — ^ , 



Jt 



t 



^ _ Q rÄ' ^ _ yr' 

WO x= ]/(Ä^— y^) und z=y(r^ — y'^) mit dem positiven Zeichen zu neh- 
men sind, indem man nur das Stfick der Curve, dessen Coordinalen x und z 
positiv sind, betrachtet. 

Es findet sich ferner 
^ oder V + «,.' + (.,x..-x,..,y ^ /'•»•^-xH(l.--.-)V ^ 

(P oder -j^ = iJ**'+r*a:*+(Ä«-r»)V' ""*' 

a dy* r*j;* 

eosf oder -j^ = «„-;p = "~ ViR*z*-\-r*x*+(H*—ryy*) » 

cosj^ oder y = iz,x,^-x,z,;)-j^ = - y(jt«aHrV+(Jt«~r')V) * 

cosA oder y = -a^»-T- = ViR*z*+r*x4{R'-rry*) ' 

Ist JB = r, so wird «<,J7,^, — ^«*/« ^ör jeden Werlh der Coordinalen 
gleich Null, und man erhält 

z,,=::Cx,^, z,=:Cx^^C^, z^Cx^Cy^C^^; 
wo C, C, C" willkarliche Constanten sind. Die Curve liegt in einer Ebene, 
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und da z = x^r für ys=0 ist, so ist C=l, C" = C'' = nnd 

z = x; 
d. b. diese Ebene gebt durcb die Axe der y und ist unter 45^ gegen die 
Axen der z und x geneigt; 

cosf wird = — ^ i cos^ = , cos A = ^ , oder 

•T-, -T-, *T-, mit positiven Zeichen, beziehen sich auf die Normale an derjeni- 
gen Seile der Ebene, wo der positive Theil der Axe der z sich befindet 

§. 18. 

Es sei R>r, so Icann der absolote Werth von y nicht grober als r 
angenommen werden, und ^,4^4,4-^ ^si^„s ^'^^^ negativ, wenn y positiv Ist, und 
umgeicebrt; cos/* wird immer negativ, cosA immer positiv und cos^ negativ 
fflr positive, positiv fflr negative Werlhe von y. Die Ausdrflcke fOr cosf, coBy 
und cosA in (§. 14.) mOssen sich demnach aof die Normale an derjenigen Seite 
der KrOmmungs-Ebene, wo das positive ds aus ihr hervortritt, beziehen, wenn 
y negativ ist, und bei positivem y auf die Normale der andern Seite. 

Um zu zeigen, dafs dieses wirklich der Fall ist, sei e irgend ein, als 
bestimmt angenommener positiver oder negativer Werth vony, und «-f ^ ein be- 
nachbarter Werth von y. Nimmt man s so an, dafs es mit y zugleich wächst, so ist 

6y xz dx yz dz yx 

37 " i{ß}r^—yy ds y(ilV»— y*)' ds ~ ~ y(ilV— y) * 

das Wurzelzeichen mit-f-9 und eben so x und z fortwährend positiv genom- 
men. Heifst dann X der Winkel, den die Berfibrende an dem Pnnct, fflr 
welchen y = «-|. J ist, nach der positiven Richtung von s mit der Normale auf 
der KrQmungs -Ebene an dem Punct einschliefst, vfo y=^e ist, und zwar 
mit dem Theil der Normale, auf welchen sich die Ausdrflcke ffir cos ff coajr> 
cosA mit positivem Zeichen beziehen: so ergiebt sich, indem man in diesen Aua- 

drflcken y = «# in ^, g^, -^ aber y=«-[-(T setzt: 

cosX = cos/'-gj-f ^s^'gf+^'^'gj 

= •(itVM4^)0/(i»V+rV«-Hit'-rye«) [(^r«»ar'-.'(JI«-r«)x»-(i4a)y4»«], 

(wo noch yCr*— («-[-<^)0» yCB?—(e-\-äf) im eingeklammerten Factor and 
^(r'— /), y(JP— e*) im Nenner statt ««nnd x sn selsen ist) oder * 
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cosil = - 



xM/(K=±^)('-(ir)*)-'y('-C4^)Y'-(^)X--3F) 

-(•+')|/('-(^')'('-(7)y]- 

Wird nan der in den Klammern enlliallene Aasdruck mittels des Taylor^- 
sehen Theorems, nach welchem z. B. 

/O-m) = i/('-(f)')-pO-(7)T''-^('-(7)T*"- - 

ist, nach cT entwickelt, so verschwinden die Cofifficienten von cT und von d, 
und man erhalt, wenn man die dritten Potenzen von 9, da sie keinen Einflafs 
auf das Zeichen von cosil haben können, gleich Null setzt: 

cosA = 



/('-(7)')/0-(^)') •""''■ 



'— e*) . i^(Ä*(r'-e*)'+r*(Ä*-e»;»+(il«— r«)*c*) ' 



Man sieht, dafs der Winkel l, welcher fOr (T = ein rechter ist, fOr 
kleine positive oder negative Werihe von ^ bei positivem e gröfser, bei ne- 
gativem e kleiner als ein rechter wird, und dafs somit das positive ds in dem 
Theile der Curve, fQr welchen y negativ zu nehmen ist, an derjenigen Seite 
der KrQmmungs- Ebene aus dieser heraustritt, wo die Normale sich befindet, 
auf welche die Ausdrücke fQr cos/*, cos^, cosA mit positivem Zeichen sich 
beziehen, in dem andern Theile der Curve aber, wo y positive Werthe hat, 
an der entgegengesetzten Seite; was mit der oben aus dem Zeichen von 

^u^ui — ^44^ SU gezogenen Folgerung abereinstimmt. Bei negativem d^ Ändert 

«^ *^ «^ 

der Ausdruck fQr cosit sein Zeichen, weil q^^ ^^ q7 ^^^ ihrige findem, d. L 

das negative 8s tritt, wie natOrlich, an der entgegengesetzten Seite als das 
positive d^, aus der KrOmmungs- Ebene heraus. Wird dagegen ds, nach der- 
selben Richtung, nach welcher es vorhin positiv gesetzt wurde, nunmehr ne- 
gativ angenommen, so dafs s abnimmt, wenn y wfichst, so andern dadurch 

^ J^ |f und mit ihnen cosA, ebenfalls ihr Zeichen, oder es tritt der Theil 

ö#' ö*' o*' 

der Normale, auf welche die mit positivem Zeichen genommenen Ausdrficke 
von cosf, cosjF und cosA zu bezielien sind, durch diesen Wechsel auf die 

42* 
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andere Seile der KrQmmangfS- Ebene Ober; woraus erhellet, dafs es eben 
dadurch, dafs der Bogen s in bestimmter Richtung willkQrlich wachsend oder 
abnehmend gesetzt werden kann, gestattet ist (dieGrörse ^^^x^^^ — ^u^m ^^^ 
fQr den bestimmten Punct, an welchem die Curve belrachlet wird, einen posi- 
tiven oder negativen Werth haben), jene Ausdrucke beliebig auf dio eine oder 
die andere der beiden Seiten der Krümmungs- Ebene dieses Punctes za be- 
ziehen, oder, was dasselbe ist^ den Werth von cosit beliebig in Bezug auf 
jede dieser Seilen positiv zu nehmen ; welche Bemerkung allgemein fOr jede 
Curve gilt. 

Für ^ = verschwindet der Ausdruck von cosA. 3Ian findet aber un- 
mittelbar für if = 0: 

. ^■«-[i/('-(ff)-/('-(4)')] 

welcher Ausdruck negativ ist, wenn d positiv, und umgekehrt. Er Ändert 
das Zeichen sowohl mit ds als mit J, und behält es daher, wenn beide zu- 
gleich es Andern; er verhalt sich in dieser Beziehung anders als der allge- 
meine Ausdruck fflr cos^, indem der entsprechende Punct ein Wendungspunct 
oder z^^x^^^ — x^^z^^^ = ist, für >=0. 

§. 19. 
Bei einer gegebenen Curve von doppelter Krümmung lassen sich zw*nr 
an jedem Puncto, wenn die Krümmung nicht zu gering ist, nicht nur die 
Seite des Bogens, an welcher der Krümmungshalbmesser liegt, nnd die Lage 
der Krümmungs- Ebene, welche durch die Berührende und den Krümmungshalb- 
messer bestimmt wird, ohne Schwierigkeit erkennen, sondern auch meistens 
die Seite der Krümmungs -Ebene beurtheilen, an welcher das als positiv 
genommene nftchstfolgende Element des Bogens aus ihr heraustritt: da sich 
aber selten wird a priori unterscheiden lassen, ob bei der angenommenen Lage 
der Coordinalen-Axen die Gröfse ^st^iii~^ii^w ^^^ denselben Punct einen 
positiven oder negativen Wer4h hat, so wird, wenn man die Gleichungen QK. 
in §. 13.) auf einen gegebenen Fall anwenden will, nichts anderes übrig blei- 
ben, als, indem man die Ausdrücke von cos/*, cos^, cos/i auf die Normale 
einer bestimmten Seite der Krümmungs -Ebene bezieht, das Zeichen dieser 
Ausdrücke vorerst willkürlich anzunehmen, und in der Folge zu untersuchen, 
ob das Resultat der Rechnung die Annahme rechtfertigt. 
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§. 20. 
Um die Gleichangcn (£.) mit den in der Schrirt: ^Über Gleichgewicht 
und Bewegung eic. §. 113. und folg/' fOr den Fall der Biegung eines Kör- 
pers durch eine einzige Kraft p abgeleiteten Gleichungen (3. und 4.) zu ver- 
gleichen, gebe man den Axen der Coordinaten die dort angenommene Lage 
und Richtung, so dafs der Angriffspunct der Kraft p der Anfangspunct der 
Coordinaten ist und die positive Axe der y mit der Richtungslinie der Kraft p 
zusammenfällt und mit dieser die gleiche Richtung hat. Nach der Figur der 
Curve, welche die Construclion in der angef. Schrift (Fig. 22 — 25.) voraus- 
setzt, mufs man annehmen, dafs das positive ds an der Seite der Kröm- 
mungs-Ebene nmq, wo r liegt, aus ihr heraustritt, dafs die durch den Punct m 
gehende Normale auf der Krfimmungs -Ebene, an derselben Seite der letztern, 
die parallel mit der Axe der z durch diesen Punct gefahrte gerade Linie unter 

einem spitzen Winkel schneidet und dafs ^, die Tangente des Winkels, den 

die Projection der Berflhrenden am Puncto m auf die Ebene der y und x mit 

der Axe der y einschliefst, bei zunehmendem x abnimmt^ also ^ wachst, 

oder ^-4 positiv ist, dafs daher der mit positivem Zeichen genommene Aus- 

druck für cosA, welcher = + -. — ^-4 ist, wenn, wie in derselben Schrift, 

X als die unabhängige Yerfinderliche angenommen wird, sich auf die Normale 
an derselben Seile bezieht, und dafs demnach, wenn man die Ausdrücke fQr 
cos/^ cos^y cosA auf die Normale der andern Seite, welche der bei der auf 
die Zerffillung der Biegungs-Momente nach den Haupt-Axen der Normalschnille 
Bezug habenden Construction (§. 12.) dieser Abhandlung als bestimmt im- 
genommenen Seite der Krfimmungs -Ebene*) entspricht, beziehen will, 

cos/- = ^ j i- -= -if ^p , 

dzd^x—dxd^z dzd\v—dxd*z 
cos^= 1 = -(f d? ' 

CosA = ^ = -(f -jjj; 

gesetzt werden müssen. 



♦) Derjenigen Seile neinlich, auf welcher der dem Krümmungshalbmesser enlgc- 
gengeselzl liegende Tbeil mq der DurchschniUslinie der Krümmungs- Ebene mit Acv als 
Axe der u bezeichneten Haupt- Axe tnd des Normalschnilts den spitzen Winkel t bildet. 
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Far die Biegangsmomente fi^ ^i in Bezug auf die Haupt- Axen niif, 
mc C§. 12.) erhftit man, wie in der angefahrten Schrift (§. 115.) gezeigt ist, 
die Ansdrflcke: 

wo <, I, (^ die froher in dieser Abhandlung für sie angenommene Bedeutung 
haben, jS^ den Flfichen- Inhalt des Normalschnitls und T und U die Drehungs- 
momente des Normalschnitls /fdi, fn^di in Bezug auf die Axen md^tne 
bezeichnen, so dafs 

A^sinf+A^icosl = -(1— »(Tsinl^+tTcosI^), 
fACOSfi—fAiSinS = — (1— '/^)(r— £r)cosfsin? 

ist, wenn zur Abkürzung 'p statt -^*-^ gesetzt wird. 

Da ferner p die einzige spannende Kraft ist., deren Angriffspunct mit 
dem Anfangspunct der Coordinaten und deren Richtung mit der Axe der 
y zusammenfallt, so ist in den Gleichungen (ÜC) Xi = Yi = Zji= 0, 
P=Ä = 0, (?=/^, a'=b'=zc^=zO\ und diese Gleichungen werden, wenn 
man, wie in (§. 17.) y als die unabhängige Veränderliche und ar^, j?^^, o?^^^, 
^i^ ^1/9 ^tu ^^ ^^^ Bedeutung wie in eben diesem Paragraphen annimmt: 

,;,_-r.g4-«(l_»(T«nf»+l7cosr)(|^)V, 

+ e(l-»(r-r)co8|sinf(0(x,,+ar/«,x,,-a?,«J) = 0, 

f_^ar-T.g-«(l-»(T8in|»+l7)co8f»)(0a?,, 

+ e(l-»(r-«7)c08j8ln|(|:)V,,>a:,(«,x,-..,O) = 0. 
Man sieht, dafs, wenn Ü=T isl, d. h. wenn sflmmüiche durch den 
Cenlralpuncl des Nonnalschnilts gelegte Axen Hanpt-Axen sind, die Gleichnn- 
gen einfacher werden, indem das letzte Glied jeder derselben Terschwindet 
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and der Winkel S herausfftlU; welche Bemerkung schon anf die Gleicbnngen (IC) 
Anwendung findet. 

§.21. 
Man multipiicire die erste der Gleichungen (JKC) oder (L.) mit ^, die 

zweite mit -^y die dritte mit ^ und addire die Producle, so verschwin- 
den, da 

eosf-J^'\'Cosjf^^'{-cosA»^ und ebenso 

cos/J-|j+cos^i*gj-}"^«*i*g7 8'®'^ cos90<> ist, 

die fi und /ii enthaltenden Glieder in der Summe, und man erhilt aus den 
Gleichungen (L.) ffir das Torsionsmoment: 

unabhängig von U und T. 

Wird dieser Werlh von z in die Gleichungen (L.) gesetzt, so giebt 
die erste derselben: 

die zweite: 

die dritte: 

Wird die Gleidrang (a.) von der Gleichnog («.) abgezogen, nachdem 
jene mit «^, diese mit x^ maltiplicirt worden, so ergiebt sich: 

==-(^*(*'*"+*'*«xrrfnr+rcosn-@)W.-^Ä,)«>sf8i''^(r-r). 
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Es findet sich ferner ans (b. und d.') : 

i^(xd-,+ss,)(rcos|»+ Tsin|')+(sa-,--xs,)co8Ssin{(T- f) 
= —«(1-7,) (/'cos|*+'jr»8in|» ' 

^(«j-,— j-2=,)(7'sin|*+ Tcosl»)— (xa-,+i.r,)cos|8in|(r— 17) 
= <(1_7,) T*sin|'+(;*co8|' 

Wird das Prodnct der Gleichung («.) mit ar^ zum Producl der Glei- 
chung (/*.) mit z^ addirt, und hierauf das Product der Gleichung Qf.") mit x^ 
vom Product der Gleichung (eJ) mit z^ abgezogen, so erbSlt man endlich: 

f^rW — P rdy TcosS'+Tsingy , , _, , ^^„^ 

iW/ " ~ ~ Hi-'p) Lä7*C/»co8|*+T«sin|»^*+^'^^^''r''*^J 

, c o8gsing(T— 17) 1 
., y "r^'T'sinr+l/'cosSM' 

\Ciry^ P [Sy T8in|'+t/co8r , 

cos|sin|(T— t/) T 
""^'T'siiir-f-t^'cosrJ» 

welche Gleichungen mit den in der Schrift: „Über Gleichgewicht etc. §. 116." 
auf anderem Wege gefundenen Gleichungen Obereinstimmen ; nämlich mit 

in welchen 

y- >•" ""« ^' 0' 

geselzt ist und der Winkel x zum Winkel .1 in der durch die Gleichung 
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T 

tang/= jT-tangl ausgedrfickten BeziehuDg siebt; denn es ist 

^—yr ^r ^ — ^' * ^v — ' ö7=^''a7' 

T 

ans tang;(= T^tangl findet sich aber 

sin;;* , cos;f* Tsin|* 4" t7cos|* 

■^~ "1 IT" ~ r«sin|*+J7«co8|'' 

und durch Substitution der einen dieser Ausdrücke fflr die anderen gehen aus 
den Gleichungen (3. und 4.) die Gleichungen (M.) hervor; und umgekehrt. 
Hit dem aus den Gleichungen (£/.) folgenden Ausdruck für das Torsions- 

ar-g ^*Q') '^* ^^^ '^ ^^^ angef. Schrift (§.114. und 116.) 

ffir das Moment der in die Ebene des Normalschnitts fallenden Theilkräfte ge- 

gebene Ausdruck o m . ;» cos i9^ = ^!\\^*ij,i. gleichbedeutend. 

Sollen endlich die im vorigen Paragraph Aber die Seite, an welcher das 
positive 8s aus der KrOmmungs- Ebene heraustritt, und die über das Zeichen 
von cos/*, cos^ und cosA gemachten Voraussetzungen mit einander bestehen 
können, so mufs nach (§.16.) ^„^„s'^^a^w ^^^^ positive Gröfse sein. 

Setzt man zur Abkürzung 

p es Tsinr+t/'cosg' _ p fds\^ (T— t/)co8gsin§ _ 

— *(l_^^)*a^"T*smr+t/*cos|' ~^' «(1— » \dyJ T'sin|*+'l7«co8r ~ ^' 

so ist 

X,, = VQX-\'X^{XX^'\'ZZ;)} — WZ, Z,^ = viZ'\'ZXxX^'\'ZZ^)')'\-WX, 

und man findet 

dw _ 

_„,^__.^, 

dv. 



^iU 



J^vM^x,-\-zzX^'-\-^'H^^.-\-^^^')'t{^-^^-^-^^)(.^"^^ 
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Nach den Voraussetzungen der ConstrucUon ist zx^ — xz^ (welches 

T Sä 

= — ^ ist), so wie xx^-i^zz^^ positiv, und der Winkel x ^st gröfser als der 

Winkel ^, oder T gröfser als u, daher w ebenfalls positiv; ferner ist, da t 
jedenfalls im Verhältnifs zu p sehr grofs ist, v eine negative Gröfse von absolut 
sehr kleinem Werthe, so dafs auch der Factor, womit zx^ — xz^ multiplicirt 
ist, positiv sein mufs. Die Gröfse z^^x^^^ — ^u^m ^^^^ daher nur dann negativ, 

wenn ^--^ — t?-^ negativ und zugleich das drille Glied des för jene Gröfse 

gefundenen Ausdrucks gröfser ist, als die Summe der beiden ersten Glieder. 
Tritt aber dieser Fall ein, so ist daraus zu folgern, dafs die Zeichen der zwei- 
deutigen Gröfsen, so wie sie bei der Construction der Gleichungen angenom- 
men wurden, mit den übrigen Annahmen der Rechnung unvereinbar sind. 

Ist T=I7, so verschwindet Wf und ^st^su~^u^w wird positiv. 

§. 22. 

Was die Bestfindigkeit des Torsions - Moments r betrifft, so zeigt 
Pohson (L No. 318.), indem er die fflr das Gleichgewicht des gebogenen 

Körpers abgeleiteten drei Gleichungen differentiirt, darauf die auf die Axe 

dx 
der X Bezug habende Gleichung mit ^ und eben so die auf die Axen der y 

und z Bezug habenden Gleichungen mit -^ und -^ multiplicirt und die drei 

Froducte addirt, dafs dr fQr jeden Werth der Coordinaten gleich Null ist. 

Wird dasselbe Verfahren auf die Gleichungen (JSC.) angewendet, so 
erhält man, weil fY\z — z')ßS^dH' eben so viel ist als 

zfßYSds-fzYßSds oder als f{fYßSds)dz, 

indem die Buchstaben ohne Accent eben das bedeuten in Bezug auf x, y, z, 
wie jene mit Accent in Bezug auf x^^ y^, ar^, und weil /Z'(y— /)/JÄ'ö*' 
eben so viel ist As njZßSds^dy, u. s. w.: '^" 

BY,= dxfZßSds-dzjfXßSds, 

•.-:-o ,^0 

dZ, = dyfXßSBs-dxfYßSBs, 
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und findet 



«*.-^+«'''-^+s^.-^ = 0- 



desgleichen ist 

+ ö[P(r-*')-<?(^-«')]^ = 0. 
Ferner findet sich, da (|£) + (|:) + (^) = 1 „nd 

3« 3« "*" ö« * 9* "•" 9* ds 

und fflr 

6[cos/*(^8in^-f^iCos^)]gj+ö[co3y(^sln|-j-jttiCosf)J^ 

-}- ö [cos A (^ sin ^ + /^i ^^s ^] ä" 
erhalt man, da nach der Bezeichnung in ($« 15.) sowohl adx'\'hdy'\-cdz, 
als dadX'\^dbdy-\^dc8z=^Q ist, ebenfalls Null. 
Setzt man der Kflrze wegen 

«(l — ^,.^)(r-l7)cos^sin| = w,, 

wo man sich nunmehr unter p die Resullirende vorzustellen bat, welche alle 
die Kräfte, durch welche die Schiebt des Körpers am Punct m gespannt wird, 
haben wurden, wenn ihre Richtungen in einem und demselben Puncte zusam- 
menliefen, so ist nach (§. 14. und 20.): 

^ dx 

cos^C^cos^— ^xsin^) = aT"'"^*' 

cos^x(^tco8§* — .Uisin^) = gjT'^i' 

^ dz 

ds 
cosAi(^co8|— ^isinl) = g — w^^ 

und es ergiebt sich, da aus der Gleichung 

g dx ^ dy ^ dz 

dx ds I 9v ds , dz ds ^ 

ds ds ' ÖÄ ds ^ ds ds 

43* 
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durch nochmalige Differentiation 

folgt, nnd da 
co8/? + cos/. + cosAI = ,{(^) + (!^)4-(i|l) J = 1 ist;.. 



und folglich 

dx = _|fe(l_^,.^)(T_i7)8in|cos|. 

Man sieht aus diesem Ausdruck, dafs das Torsionsmomenl t nur in den 
Fällen constant ist, wenn entweder T=zU ist: d. h. wenn alle durch den 
Schwerpunct der Normalschnilte gehenden geraden Linien Haupt -Axen sind, 
oder wenn der Winkel f=0 oder = 90® ist, d. b. wenn Jeder Normalschnilt 
von der Krammungs-l^ene in einer Haupt -Axe geschnitten wird. Findet 
keine dieser Bedingungen Statt, so ändert sich t mit den Coordinaten, und das 
Differential dr ist dem Unterschiede T — U proportional, welcher erheblich 
sein kann und nach (§• 5.) z. B. = -^hg{h^—ff^) ist, wenn die Normal« 
schnitte die Gestalt eines Recht -Ecks haben, dessen Seiten h und g sind. 

Die Beständigkeit des Torsionsmoments ist demnach in dem besondern 
Falle, wenn U und T unter sich gleich sind, eine Eigenthfimlichkeit der durch 
Biegung entstehenden doppelten Krfimmung, und als solche um so bemerkens- 
werther, da sie, wenn die spannenden Kräfte so am Körper angebracht sind, 
dafs Drehung (Torsion) ohne Biegung erfolgt oder dafs die Centrallinie gerade 
bleibt, in gleicher Allgemeinheit, wie wenn Biegung und Drehung mit einander 
verbunden sind, nicht mehr bestehen kann. 

Es mag noch bemerkt werden, dafs Das, was hier Ober das Torsions- 
moment gesagt ist, ebensowohl seine GOltigkeit hat, wenn die Normalschnitte, 
und folglich Uf T, S, mit den Coordinaten sich verändern, als wenn sie in 
der ganzen Ausdehnung des Körpers sich gleich bleiben. 
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$. 23. 
Fflr U==T gehen die Gleichungen (ül §.21.) in 

aber, und die letztern Gleichungen sind gleichbedeutend mit den beiden fol- 
genden, welche aus ihnen hervorgehen: 

Das erste Integral der Gleicbong (A.) ist 
zx,-xz, ^ ^ 



(l+x/+«,V 



ds ÖS ^ 



welches mit der in (§.21.) gefundenen Gleichung T=ip[Z'^ a7*^j über- 
einstimmt, da cr = ist. 

Sind die Factoren -^ und -^ constant, so ist femer das erste Integral 

der Gleicbong (y.): 

Die Gleichungen (yx. und Ax.) sind unter den bemerkten Beschränkungen 
zugleich die ersten Integrale der Gleichungen QN.') ; die zweiten Integrale der- 
selben werden sich dagegen nicht in endlicher Form darstellen lassen. 

Demnach müssen sich also auch die Gleichungen (8. und 9« §. 118.) 
der Schrift ^ Über Gleichgewicht und Bewegung etc.'' integriren lassen, und 

insbesondere ist die Gleichung «" = — ^Tj^fT'l^^ft daselbst identisch mit der 
Gleichung (A.). 
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§. 24. 

Die von Poisson für das Gleichgewicht eines gebogenen Körpers 
entwickelten Gleichungen sollen nach ihm auch auf einen Körper mit ursprüng- 
lich gekrümmter Centrallinie anwendbar sein, wenn man in dem Ausdrucke für 
das Biegungsmoment ^ (unter r den Krümmungshalbmesser am Puncte r/i vor 

der Biegung verstanden) ;- stall — selzt. Allein die Richtigkeit dieses 

Ausdrucks unterliegt in diesem Falle noch grörsern Beschränkungen, als in dem 
Falle eines Körpers mit ursprünglich gerader Centrallinie. In den Schichten, 
in welche man sich den Körper durch winkelrecht auf die Centrallinie gelegte 
Schnitte gelheilt vorstellt, haben die Fibernlheile nicht mehr die gleiche Länge, 
wie bei ursprünglich gerader Centrallinie, und die Spannungen zweier Fiberntheile 
einer Schicht verhallen sich daher nicht einfach wie ihre Abslände von der 
Biegungs-Axe, sondern das Verhältnifs ihrer Spannungen ist zusammengesetzt 
aus dem Verhältnisse dieser Abstände und aus dem umgekehrten Verhältnisse 
der Längen der Fiberntheile oder ihrer Abstände von der geraden Linie, in wel- 
cher zwei aufeinander folgende Normalschnille sich schneiden. Auch bei einem 
solchen Körper hat im Allgemeinen jeder Normalschnitt zwei Haupt -Axen 
ähnlicher Art, wie bei gerader Centrallinie: der Durchschniltspunct derselben 
ist aber nicht der Schwerpunct des Normalschnilts, sondern ein anderer Punct, 
dessen Lage von dem Durchschnille des Normalschnills mit der ursprünglichen 
Krümmungs- Ebene abhangt, welcher indessen zugleich derjenige Punct ist, 
um den die Drehung (Torsion) des Normalschnills Statt findet. Die Momente 
der Biegung müssen daher ebenfalls auf die beiden Haupl-Axen bezogen 
werden, und durch die Bedingung, dafs dieses nur auf eine Axe geschehen 
dürfe, oder dafs alle durch denselben Punct gezogenen geraden Linien Haupt- 
Axen seien, wird man hier zu einer Abhängigkeit der Gröfse des Normal- 
schnitts (z. B. des Halbmessers, wenn er ein Kreis ist) vom Krümmungshalb- 
messer r geführt. 

Sind indessen die Ausdrücke für die auf beide Haupt -Axen bezüg- 
lichen Biegungsmomente ^, /ti richtig bestimmt, so lassen sich die Gleichun- 
gen (K) auch auf Körper mit ursprünglich krummer Centrallinie anwenden. 
In Betreif der Darstellung dieser Ausdrücke wird auf die angeführte Schrift: 
9,Über Gleichgewicht etc. Cap. V." verwiesen. 

Die allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichts fesler Körper müssen 
wie Poisson im „Traite de Mecanique I. No. 261." selbst bemerkt, auch für 
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solche Systeme materieller Puncte noch bestehen, deren Theile nicht nuf un- 
veränderliche Weise unter sich verbunden sind; aber diese Bedingungen sind 
dann nicht mehr ausreichend, sondern es treten für das Gleichgewicht eines 
jeden solchen Systems noch weitere, ihm eigenIhOmliche Bedingungen hinzu. 
Solcher weiterer Bedingungen findet insbesondere für das Gleichgewicht ge- 
bogener elastischer fester Körper eine gröfsere Zahl Statt, welche die 
Rechnung nicht aufser Acht lassen darf, wenn sie zu richtigen Ergebnissen 
fahren soll. 

§. 25. 
Der in (§. 117.) der angeführten Schrift für das Differential des Win- 
kels X entwickelte Ausdruck bedarf ebenfalls einer Berichtigung. Man findet 

nämlich, dafs der für *^^ abgeleitete Werth mit demjenigen, welcher aus 

sin /im« und cospms ($. 116.) sich ergiebt, nur dann übereinstimmt, wenn 
«'' = 0, oder auch, wenn z''y" — y"z'" = ist; d. h. wenn entweder die 
Krümmungs- Ebene am Puncte m mit der Richtung der biegenden Kraft (der 
Axe der y) gleichlaufend ($.119.), oder wenn der Punct m ein Wendungs- 

punct in Beziehung auf die doppelte Krümmung ist; daher auch der für '^^^ 

gegebene Ausdruck ($. 117.) nicht, wie er sollte, verschwindet, wenn man 

den Winkel umq constant gleich Null oder 55"= — y^^iz—xT!) ^^^^^ 

X "1" ^ 2» "I" Xj 

Der analytische Werth des Winkels d/ ergiebt sich aber aus folgen- 
den Betrachlungen. Es ist (§.116.) / = |-ftimy, daher Bx^^dSi-d^umq; 
aber auch, wie (§.117.) gezeigt, dx'=8y'\'d.umq, folglich ist 

Non erhfilt man ferner für eine ursprOnglich gerade Cenirallinie (§.115.): 

T 
lang/ = -jj- lang§-, 

daher 

d'iangx oder 5/(1 +lang/*) = e.-^langl4-.^. 5^(1 -flangr) und 

;, {UdT— TdU)Umffx+(T'-\- ü*lmgx*)d^ 
OX— l/T(l-l-tang;f») 

üdT-Tdü . , T»cos;f»+ü'sin»* ^j, 
= IJY sm/ cos/ -\ ^^ ^'d§ 

VdT~TdU . Tcosx'^U*sinxW da; dz\ p ., 
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Es ist indessen besser, den Winkel S statt des Winkels x in die 
Gleichungen aufzonehmen , weil dann einfach 8S=dy ist, und weilfar 17=7, 

für eine gerade Centrallinie z^-^ — ^*^9 ^'*® Centrallinfe mag ursprflnglicb 

gerade oder kmmm sein, eine constanle Gröfse ist, der Winkel S folglidi in- 
tegrirt sich darstellen Ifilst. (Die Bezeichnungen haben hier dieselbe Bedeu- 
tung wie in der angefahrten Schrift.) 
Ulm im December 1847. 
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16. 

Die Doppel -Integrale 

• — « -00 

ihre gegenseitigen Beziehungen und die Reduction 
derselben auf einfache bestimmte Integral- 
Ausdrucke. 

CVon dem Hecrn Prof. Rauht in Zflricb.) 



1. 
Der synthetische Theil der vorliegenden Abhandlung Ifluft auf die Angabe 
der beiden Doppel -Integrale 

f''J*if>{x''\y)dxdy, J"'jf[3if^—y'')ixdy 



hinaus. Von dem ersteren habe ich im 28. Bande dieses Journals gehandelt 
Hier soll von dem letzteren die Rede sein. 

Stellt man der Kürze wegen die Gleichung 

(1.) A ^f^f^^ix'^-r)dxdy 



auf, wo m und n reelle positive Zahlen sind und 9>(a:'^— y") eine beliebige 
Function von x'^ — y^ Ist; so kann X als von einem einfachen Integral ab«- 
hängig dargestellt werden, wenn man die Yariabeln x und y durch zwei 
andere u und v mittels folgender Gleichungen ersetzt: 

K^) ^ *= oos3ti ' y^ ~ cos2fi 
Um die Integrationsgrenzen dieser neuen Yariabeln u und r zu er- 
fahren, eliminire man aus den rermittelnden Gleichungen zuerst r, was 

(3.) tangii^ = ^ 

giebt\ und bestimme die Grenzen von n nach denen von x. Erwägt man, 
dafs y" im {ganzen Bereiche der Integrationsgrenzen von y positiv bleibt, so 
finden sich fQr a?=:0 und j7 = cx>, da m positiv angenommen ist, bezfiglich 
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die Werlhe fi==|7i und fi==0; so dafs in Beziehnng auf u, von u = ln 
bis fi = zu integriren ist. 

Die Inlegrationsgrenzen von v sind in dem vorliegenden Falle unmit- 
telbar aus der zweiten Gleichung in (2.) (welche von x frei ist) nach denen 
von y zu bestimmen. Drückt man diese Gleichung wie folgt aus: 

cos 2 11 ^ 
smti* ^ ' 

so ist, da auch n positiv angenommen wurde, der untere Grenz werth von v, 
nämlich der, welcher der Annahme y = entspricht, ebenfalls =0. Der 
obere Grenzwerth von v, oder der zu y=<x} gehörige ist, aber wegen des 
Factors cos2ti, der von ti = ^7r bis ti = ^7r negativ und von u = ^n bis 
ti=:0 positiv ist, nicht derselbe fQr jedes dieser Intervalle; ffir das erstere 
Intervall ist — oo und fQr das letztere -f oo der obere Grenzwerth von v. 

Diesemnach geht die Gleichung (l.)) nach Einfährung der neuen Va- 
riabein, in 

l =1 jj ^ip{v)4iodu\J J <p{v)ddvdu 

\n In: U 

aber, wo ^ nach der Gleichung 

. da^dy dx dy^ 

du dv dv ' du^ 

oder im vorliegenden Falle bequemer nach der Gleichung 

du . ^^ dar 

dy* dv 

zu bestimmen ist. In dieser letzten Gleichung stellt — den aus (3.) gefol- 
gerten partiellen Differentialquotienten von ti nach y^ und ^ den aus der 

ersten der Gleichungen (2.) gefolgerten partiellen Differenlialquotienten von x 

nach V vor. 

So erhalt man 

11 ——1 ——1 

A 2 r+r-* cosi«"* sinu" 

A |j»i n . 



und die vorige Bestimmungsgleichung von X geht in 
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Ober, wo der Kürze wegen 






A A..^ • M A 



Jtf 



008211"* " • C082«'" " 

gesetst worden ist. 

Ersetzt man ferner die Variable u durch eine neue tr mittels der 
Gleichung 

SO ergiebt sich: 

-1-1 

• (l + ic) " • 



h-S "\,1 dwf\-^-''\\^)d.; 



• (! + «.) 

wo die Fancüonen 9>(^) und (p\x) mittels der Gleichung 

4. y'(jr) = 9)(— a:) 

zusammenhangen. Die weitere Entwicklung dieses Ergebnisses unterbrechen 
wir durch eine kleine, auf den Gegenstand Bezug habende Nebenbetrachtnng, 
und werden sie in (§• 3.) wieder aufnehmen. 

2. 
Die in der Gleichung (1'.) auf die Variable w bezogenen bestimmten 
Integrale haben wegen der unendlichgrofs werdenden obern Integrationsgrenze, 
wie bekannt, endliche oder unendhchgrofs werdende Werthe, je nachdem die 
Reihen 

1-1 l-t 1-1 1-1 

• ir .2- ,3« I 4" f . . r 

2'"3"»4*5"« 
1-1 1-1 1-1 1-1 

Am Offi Qm Am 

TT+TT+T-^+T^+Snänf. 

2~- 3~» 4 ~ 5 " 
zu den convergentcn oder divergenten gehören. Uatersaoht man Dieses nach 
den In der Nr. 123 und 126. meiner Differential- und Integral -Rechnung mit- 

getheilten SAIzen, so findet sich, dars die Reihen convergent sind, wenn die 

44» 
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reellen positiven Zahlen tu und n der Ungleichheit — | — <Il genügen; bei 

jeder andern Verfügung Ober m und n gehören sie zu den divergenten Reihen. 
£s haben demnach die auf w bezogenen bestimmten Integrale in der Glei- 
chung (1'.) nur wenn — | — <1 ist endliche Werlhe, und werden unend- 
lichgrofs, wenn fflr die reellen positiven Gröfsen tn und n, 

a. 1 — > 1 ist. 

Dieses vorausgeschickt, ergiebt sich folgender Satz: 
„Trifft die Bedingung (a.) ein, und sind die Functionen (p(x) und —(p\x) 
„unter einander verschieden: so ist, unter der Annahme, dafs die be- 
istimmten Integrale 

09.) f'^v^^"\{v)dv, Pv^^'^''^(p\v)dv 

O 

„von Null verschiedene Werlhe haben, nothwendig i=oo.. Ist umge- 
„kehrt die Gröfse X in (1'.) unter denselben Prämissen endlich, oder gar 
„unendlichklein werdend, so mflssen die Werlhe der bestimmten Integrale 
„in (/?.) nothwendig Null sein."' 
Setzen wir die besondern Fälle 

»i = it = 2, 9)(j?) = cosa?, also auch y'(ar) = cosa:, 
in Übereinstimmung mit den hypothetischen Theilen obiger Aussage, so wird 
unter der Annahme 

/ cosvdv ^ 



nothwendig 

A = / / cos(x^—y^)dxdy = oo 

O 

sein; und umgekehrt, wenn 

l =^ff ws(^x^—f)dxdy < oo, 

o o 

d. h. wenn X endlich oder nnendlichklein werdend ist, mufs nothwendig die 
Gleichung 

/OD 
cosvdv = 



Statt finden. Nun stellt sich in der That l als endliche Gröfse dar, denn es ist 
l =^f^co^{x^)dx.f coa(y^)dy'\' f"^ sin (x^)dx.f'^ sin (y^)dy 
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oder 

Daher besteht wirklich die Gleichung (/.). Setzt man noch daselbst ^n—v 

statt V und addirt zu dem Ergebnisse die Gleichung J "^smvdv^^l^ so er- 
giebt sich ® 

(/'.) psmvdv = 1; 



was auf demselben Grunde wie das Obige (7.) 9 nämlich auf der Zulfissigkeit 
der Gleichungen 

coz{3[^)dx = / sin(ar*)ifa = \i\n 

beruhet. 

3. 

Dem Vorigen zufolge haben die auf to sich beziehenden bestimmten 

1 1 
Integrale in (!'•) unter der Annahme — | — <;l endliche Werthe. Gehen 

wir nun Ton dieser Annahme aus, so sind besagte Integrale durch die Function 
yßamtna (/')'' darstellbar und man erhält: 

•/ (,+.,-= r(i-l) 

< (1+,.-- 7<i-l) 

Nach einer bekannten Eigenschaft Ton F ist aber 

WO fl<;l *8t, und da auch gegenwärtig sowohl — -<1 als "<* '^t, so ist 



. i., rf„l„ r(l)r(-i) 



i-i 
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Fahrt man diese Besliromungen in (!'.) ein, so erhält man, nach Re- 
stilulion des Werlhes von l aas der Gleichung (1.), folgende Reductionsgleichung: 

. sin— n ^\—)^\—) •.OD 1.1 , 

Werden hier links vom Gleichheitszeichen die Integralionsvariabeln x 

m n 

und y bezüglich durch x^.^a und y^^^b ersetzt, wo p, q, a, b ebenfalls reelle 
positive Zahlen sind, so bleiben die Inlegralionsgrenzen unverändert, und wenn 
hierauf noch die reellen und positiven Constanten m und n bezOglich durch 

— und — ersetzt werden, wo also 
/' 7 

sein mufs, so stellt i^ich folgende allgemeinere Reductionsgleichung heraus: 
( 1.) r r^P {ax'^ — b y'») jrP-*y9-i dx dy 



1 f\m'ir) { . pn r^ ^+f-* / ^ / i ^ ^^ T £-^T-* v x^ l 
_. _i Sin-—/ t?"* " tf)(r)ar+sin-^/ i?"* " g>(t>)«rh 

smi •^ + -i-)fi 

Vm ' 11/ 

wo der Kürze wegen 

r(r)r(±) 

^^•J '^Vm' n/ — ü,^ ^(p , q\ 

* " Vm ' «/ 

gesetzt worden ist, wo ferner die Functionen (p{v) und 9)^(1?) durch die Gleichung (4.} 
mit einander zusammenhangen, und wo die Constanten n, b, m, n, p, q sämmt- 
lieb reell und positiv sind, von denen aber die vier letztern der Bedingung 
in (a\) nachkommen müssen. 

Um zu dem in der Überschrift bezeichneten Ziel zu gelangen, neh- 
men wir noch ein Resultat aus der Abhandlung im 28. Bande dieses Journals 
auf (S. die Specialisirung der allgemeinen Gleichungen (L und IL) *) Seite 27 

*) Bei der Gleichung (I.) a. a. 0. ist durch Druckfehler rechts vom Gleichheitszeichea 
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durch die Annahme p = 2)« Dasselbe läfst sich leicht wie folgt ausdrflcken: 
(IL) ff\{ax'>-^bf)af-'y'^^dxdy=±.^.f{^, f )/"»"^ '~~\{v)dv; 

• • 

WO f\—^^ dieselbe Bedeutung hat wie oben in (I.)^ wo aber die reellen 
positiven Constanlen /i, b^ m, n, p, q an keine Beschränkung gebunden sind. 

4. 

Wir können nunmehr die Doppel -Integrale links in den Gleichungen 
(L und IL) in gegenseitiger Abhängigkeit darstellen, so dafs sich das eine mit 
Hülfe des andern, und umgekehrt, auf einfache Integral- Ausdrücke bringen läfst. 

Unmittelbar aus den Gleichungen (I. und II.) läfst sich, unter Zugrunde- 
legung der Gleichung (4.) , folgende Gleichung entnehmen : 

(III.) y^y^^y (^'^" — *>•") ^''"' r^~' dx dy 



sm 
m 



• o 
pn 



,5^ 



ff<p{ax'"-\-by)xP~^y-^dxdy 



sin 



<i^i) 



'-^——J^^J^ipXax'^'\'by'')xP-'Y''-'dxdy. 



smi-s — — ^j« • o 



Vertauscht man hier die Functionen ip{x) und (p\x) mit einander, so erhält 
man auch; 

Pf^^^ax"^ — bY')3^^y'^-^dxdy 



sm 



• 
qn 



^5— — y^'y^*^ (oa?*^ + ^yl^^'y'^dy 



8in{-^4'-^)« • • 



m 



\m * n^ 



smi-* — h-^J« • • 



-yy**y'(ar'* 4- by^) x^'yf-^ dx dy; 



die untere Integrationsgrenze vergessen; eben so fehlt im Nenner rechts vom Gleich- 
heitszeichen in der Gleichung (11.) das Functionszeicben F vor dem Ausdrucke 



352 ^^* Raabeß über gewisse Doppel -'Integrale. 

und wenn diese Gleichung mit der vorigen, um <p'(ax'^'\'by) wegzuschaffen, 
verbunden wird, so erhalt man die zur vorigen inverse Gleichung: 

(IV.) f^f^V^^^ + ftr")^"V"' ^^^r 



sm 
m 



o o 
pn 



sinf— — 2-)fi • 



f^f^^ (äo?- — Ä>^)a:^ V'^p^^y 



sin 



——J^*J^^(p\ax'^—by'')af-^yi-^dx dy; 



infÜ 2-)« • 

\m ny 



WO, wie in der obigen (HI.)) ^^^ reellen positiven Conslanten m, n, p, q 
der Ungleichheit in (a\) nachkommen müssen. 

Auch ist hier noch der specielle Fall, -^ = -^ besonders zu betrach« 

ten. Setzt man nftmlich 

± = ^ = i, 

wo vermöge der Ungleichheit in (a^) l<i\ sein mufs , so geben die vor- 
hergehenden Ergebnisse in (IIIO9 wenn man noch j?"* durch x und y durch 
y ersetzl, Folgendes. 

(V.) f^J^''<p{ax — by)x^-'f''dxdy 



= 2^^ ff W (''^+ *y) + f'it»^ + *r)} a^- y-' dx dy; 

o 

wo, wie schon gesagt, ^<!i sein mufs. Vertauscht man 9 mit (p\ so er- 
giebt sich 

/ / V (^^ — *y) ^^""* y^"^ dxdy = f J v(fiy — ax) x^^y^'^dxdy; 

00 00 

wodurch die Gleichung (IV.) für die gegenwärtigen Annahmen in eine iden- 
tische Gleichung übergeht. 

5. 
um die Doppel -Integrale auf einfache zu bringen ^ in dem Fall, wo 
die Integrationsgrenzen beider Variabein —00 und -f^ ^^^^^9 bedienen wir 
uns folgender allgemeinen Umstellungsgleichung 
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f^y^''F{x,r)dxdy ==f'fF{x,y)dxdyJrJ^f'F{- x, y)dxdy 

• • • • • • 

'{^/'/'jBXx»-y)dxdy\J^f'F(r-x»-y)dxdy, 

• • 

in welcher F(x,y) jede beliebige Function von x und y bezeichnen kann. 

Wahrend in sflmmllicben obigen Resultaten die Exponenten tn und n 
in y>(ax'^±by) anch gebrochene nnd sogar irrationale Zahlen sein durften, 
sind sie hier lediglich als ganze positive Zahlen zu behandeln ; die fibrigen Con- 
stanten aber können in der ihnen bis jetzt beigelegten Allgemeinheit beibe- 
halten werden. 

Dieses vorausgeschickt, setzen wir noch zur Vereinfachung: 



wo die Functionen q> und <p' durch die Gleichung (4.) einander gegenseitig 
bestimmen. Dann ergeben sich, in Rflcksicht auf die Gleichung (HL)? zunflchst 
folgende Relationen: 

(VI.) y ■*^*y ^"yCuar*- +*>^-)a?P-V'rf^rfr 

—«0 — « 

= {i-(-iy}{l-i^i)'>]/"fs,„,^dxdy, 

• 

(Vr.) y^y^'(piax^—by^)xf-'y^'dxdy 

wo in den letstem 2^4* 2^<^1 ^^^ ^^^' F^i^^r erhalt man: 
CVn.) J*^*J^9(ax^±by"+')xi^'y^'dxdy 

isin^^ I 

-KTirMl-(~iy} . ^ '"•^' . ff SL,u^,dxdy. 

CreUe's Joarnal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 45 
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(Vir.) f^*y**'q>iax^+'±bf)a!^Y-'dxdy 



pn 



wo überall entweder das obere oder das untere der Doppelzeieben ±, T sn 
nehmen ist, nnd wo in (yVL,')-^^^^<:\ nnd fn (VIF.) jJ!- + JL<i 
sein nrafs. Endlich erhfilt man: 

(Vffl.) y*'f*''^iax^*±6y^*')a^'y^'dxdy 



• • 



wo ebenfalls das obere oder das untere des Doppelzeichens ± zn nebmen ist, 
und wo der Kürze wegen 

pn an 

(7.) A = 14.(_l)^i_- ?5!±l_--.+(_i)P-i-_ ^^^+* 

gesetzt ist; welches Ergebnifs jedoch nnr für gj*. | -{- g ^j <Cl Statt findet. 

Die Doppel -Integrale rechts in (VI. bis VIII.) sind mittels der Gl^i- 
chang (II.) sAmmtlich dnrch einfache Integrale darstellbar. Nimlich es ist 



(IX.) r • • p , 



WO /*(~9 ^} durch cBe Gleicbung (5.) gegeben und nach der Gleichung (4.3 

(pXv)^=tp{—v) isL Demnach ist in diesen Gleichungen (IX.) statt tu und n 
der Reibe nach 
2m und 2n, 2m und 2n-|-l, 2m-f 1 und 2ii^ 2rit-[-l und 2ii-f'l 
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£u setsen nnd die Ergebnisse sind in die obigen Gleichnngen (VI. bis VIIL) 
eininf Obren, wodurch das Doppel -Integral 

bei jeder Verfflgnng Ober die ganien und positiven Zahlen m und n, bei 
welcher a, b, p und q beliebige positive reelle Zahlen bleiben, von der Aus- 
mittelung der einfachen bestimmten Integrale 

• a 

abhängig wird. Hierbei ist nicht aulser Acht zu lassen, dafs die reellen po- 
sitiven Gröfsen m, n, p, 7 den bei jeder der Gleichungen von (VL bis VII.) 
angemerkten Ungleichheiten £U entsprechen haben. Femer leuchtet aus (Nr. 3.), 
wo die Constanten a, b, p und q luerst eingefahrt wurden, ein, dafs keine 
derselben gleich Null angenommen werden darf. Eben so wenig dflrfen die 
Gröfsen m und n in den Gleichungen (VI. und VF.) =0 gesetat werden; 
ein Gleiches findet fflr die Gröfse m in (VII.) und fflr die Gröfte n in (VIF.) 
Statt; hingegen kann man in (VII.) n = 0, so wie in (Vir.) »1=0, und end- 
lich in (VIII.) sowohl m==0 als n = setien. 
Zflrich, im October 1847. 
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17. 

Über den richtigen Gebrauch vieldeutiger Functionen 
bei der Ermittelung bestimmter Integrale. 

(Von dem Herrn Prof. Raabe in Zürich.) 



I. 

Wenn F das Zeichen einer vieldeutigen, f das einer eindeutigen Function, 

ferner 

d.FCfix)^ = <p{x)dx 

und auch 9(^) eine eindeutige Function von x ist, was folgende unbestimmte 

Integralgleichung 

fif{x)dx = F(/'(a?))-f Const, 

giebt, so hat man nach Nr. 132 — 134. des ersten Bandes meiner Differenlial- 
und Integralrechnung, bei der Ermittelung von ti aus der Gleichung 

ti = y (p{x)dXf 

a 

zuerst die vieldeutige Function F(/*(x)) durch eine eindeutige, welche dafür 
eine innerhalb eines gewissen Umfanges willkflrliche Gröfse (> enthält, 2u er- 
setzen; und wenn diese eindeutige Function durch f\Q,x) vorgestellt wird, 

so dafs auch 

d.f'(Q,x) = q>{x)dx 

ist, wo Qg irgend einen speciellen, oder auch ganz willkfirlichen Werth von ^ 
bezeichnet, so ist 

iA.-) u =f\{x)dx = f(Qg, b)-r(9gy «)• 

Dieses an sich ganz richtige Ergebnifs bat in der Anwendung einige 
Schwierigkeiten, die lediglich in der Nichtdarstellbarkeit einer Function yfief(Q,x) 
liegen, welche vermöge der Willkflrlichkeit von q die vieldeutige Function 
Fifixy) fflr alle Werthe von x ersetzen soll Bei den bekannteren vieldeu- 
tigen Functionen aresin, arctang, y, log müssen die Werthe von x, für 
welche f{x) positiv ist, von denen, die ein negatives f(x) geben, gesondert 
behandelt werden. Zur Erörterung dieses Umstandes diene z. B. die vieldeu- 

m m 

tige Function -^x, die wir durch ((^a^)) bezeichnen, wenn sie noch in ihrer 
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ganzen VieldeoUgkeit aasgedrflckt werden soll; hingegen einfach durch J/or, 
wenn nur ein reeller Werlh von x gemeint ist, der, rar mten Potenz erhoben, 
X giebt. Dann ist, wie bekannt, 

((Vor)) = (co3^+im^)yx 
fflr ein positives xf hingegen 

wenn x eine reelle negative Gröfse und in diesem wie in jenem Ergebnisse (i 
eine beliebige ganze und positive Zahl, Null mit begriffen, und f die magi- 
nSre Einheit ist Eben so ist allgemein, fQr alle Werthe von x, welche ein 
positives f(x) geben, 

(1.) am^m = (cos^ +»*sin^)P(Ax)); 
far die Werthe von x aber, die ein negatives f{x) geben, ist 

wo Q und t wieder die obigen Bedeutungen haben. 

Bezeichnet man auch bei den andern vieldeutigen Functionen die 6e- 
sammtheit ihrer Werthe auf gleiche Weise, so erhftlt man: 
(2.) C(IogA^))) = 2ei> + logA:r), 
(2'0 ((logA^))) = (2e + l)i^+log[-A^)]: 
das Eine fQr Werthe von Xf die f(x) positiv machen, das Andere ffir die x, 
fflr welche f(x) negativ ist. Überall haben ^ und i die obigen Bedeutungen. 
Ferner ist 

(3.) C(,arc9\nf(xy)^ = (>7r+(— l)e aresin /'(x), 
(3'.) C(arcsin/'(ar))) = (>7i— (—1)^ aresin [—/'(ar)]: 
das Erste oder das Zweite, Je nachdem f{x) positiv oder negativ wird, und 
wo (f ebenfalls jede ganze positive Zahl und auch Null sein kann. In dem 
einen und dem andern Ausdruck hat man rechts den kleinsten positiven Bogen 
zu setzen, dessen Sinus f(x) oder —f{x) ist. 
Endlich ist. 

(4.) CCörclang/'Ca?))) = p7i-|-arctang/"(:r), 
(4'.) CC^^^^^^^gA^))) = p:^— arclang[— /"(o?)]: 
das Erste fflr die Werthe von x^ die f{x) positiv, das zweite fflr die x^ die 
f{jx) negativ machen; ff ist wieder jede ganze und positive Zahl, Null mitbe- 
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griffen 9 und far arctang rechts ist der klehute positive Bogen sa setien, 
dessen trigonometrische Tangente f(x) oder —f{x) ist. 

Die gegenseitige Yergleichung der beiden Ergebnisse (3. nnd 3^) mit 
denen (4. nnd 4^) zeigt, dafs die Ableitung eines bestimmten Integrals aus 
der unbestimmten Integralfunclion minder leictit ist, wenn das Integral einen 
aresin, als wenn es einen arctang enthflit; daher ist es gut, ehe man zur 
Ausmittelong eines bestimmten Integrals schreitet, jeden in der unbestimmten 
Integralfunclion vorliommenden aresin mittels der Umstellungsgleichung 

arcsini == arc tang ^^^_^, 
erst auf einen arc tang zu bringen. 

IL 

Da es blofs die Kreisfunctionen sind, die durch ihre Vieldeutigkeit bei 
der Ausmittelung eines bestimmten Inlegralwerthes Schwierigkeiten machen kön- 
nen, so theilen wir nur einen auf diese Function sich beziehenden Salz mit. 

Wir setzen die unbestimmte Integralgleichung 

(5.) jip{x)ix = arc tang /"(J?); 

wo (p{x)dx das Differential von arc tang /'(or) ist; dann hat besagter Satz die 
Bestimmung von u aus der Gleichung 

(6.) u =zj^\{x)dx 

zum Zwecke; wo die reellen Integrationsgrenzen a und 6 die positive Diffe- 
renz b — a haben. 

Wir haben hier den vieldeutigen Ausdruck rechts in (5.) durch die 
Ausdrfleke (4. und 4^) zu ersetzen; wobei wir fOr die Änderung des Zeichens 
von /"(ar), wihrend x die Werthe von a bis b durchliuft, Folgendes bestim- 
men. Es seien a^, Os, o,, .... a^ reelle Zahlengro&en, die derGröfse nach 
aufeinander folgen, die zwischen a und b fallen und die, in f(x) statt x gesetzt^ 
die Übergangsgrenzen der Ziehen der Function bestimmen. Nemlich, wenn 
«1 — «=-[:, «2 — «1 = + ^ «3 — «2 = + 5 •... at — a|_| = -[-f * — a4 = -j- 
ist, so sollen die Werthe der Function f{x) von x=^u bis j^^a^ ein be- 
stimmtes Vorzeichen, von 07 = 01 bis x=^a^ das entgegengesetzte, von ^r^cu 
bis x = a^ wieder das vorhergehende, von x=^a^ bis x = ce« wiederum das 
zweite u. s. w. bekommen. Wird bei dieser Voraussetzung die Gleichung (6.) 
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folgendermafsen gestellt: 

ut=J*ip{x)dX'\'j'ip{x)dX'\-^ (p(x)dx, 

und beachtet man, dafs die sa ermittelnde Gröfse n nur insofern Gegenstand 
einer Bestimmung sein kann, als die Differentialfunctionen q>{x)u) (wo o» eine 
unendlichklein werdende Gröfse ist) beim stufenweisen Übergange von x = a 
bis x^=b mittels des constanten, unendlichklein werdenden Zuwachses lo be- 
ständig unendllcl^klein werdend bleibt: so kann die letzte Gleichung auch wie 
folgt aufgestellt werden r 

ip{x)dx'\-l (p(x)dx'\-j ^(x)dx-f.... 
«+« <<i+<>» «,+«* 

••••+/ (p{x)ax'\'l <p{x)ax. 

Wenn nun die Function /l[ar) innerhalb der Werthe a und a^ von or 
positive Werihe annimmt, so gelangt man, mit Zuziehung der Gleichung (AJ) 
und der Ausdrücke (4. und 4^), zu folgender Beslimmungsgleichung: 
u = {arctang/*(ai — o») — arctang/*(<i-f co)} 

-f {— arc tang[— /•(«,— Ol)] + arc tang [— Aa;4- CO)] } 
4- {arc lang^(aj — co) — arc langfia^ + w)} 

-[-{— ««•otang[— /^(a4— £ü)] + arctang[— Aa3+co)]} 
-j- {arc tang/'(a5 — co) — arc tang/'Ccr« }- »)} 

-f {— arc lang[— /"(«e — co)] + arc tang [— /(«s + »)] } 
-f- n. s. w.; 
wo ein Ausdruck rechterhand, von der Form arc tang iL, den kleinsten positiven 
Bogen bezeichnet, dessen Tangente der positiven Gröfse l gleich ist. Aus 
diesem Grunde sind zwei AusdrOcke wie 

arc langfia^n^i — co) , arc lang[— /'(o^n+i -f co)] 
und auch die zwei 

arc lang/'(a2, + co), arc lang[— /"(cc^, — co)] 

verschieden: jedes Paar von einander nur um eine unendlichklein werdende 
Gröfse; so dafs sich also unter dieser Annahme folgende Bestimmungsgleichung 
ergiebt: 

tf = (-l)*arctang[(-l)Y(i — co)] — arctang/^Ca-fcü) 

, 2 ( + "^ lang/'Cai — co) — arc \Mgfla^ + co) + arc langfia^ — ^)L 

"^ |-arclangA«4+co)a..... (-l)»-*arclang/'(a, f (-l)*co)|' 
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WO) wenn irgend ein Glied rechterhand durcli arctang^ dargestellt wird, l jedes- 
mal positiv ist, und so ein Glied dann jedesmal darch den kleinsten positiven 
Bogen zu ersetzen ist, der zur Tangente die positive Gröfse l bat. 

Wird im Gegentheil festgestellt, dals die Function von x=ia bis x=^ai 
negativ sein soll, so erhftit man zunächst: 

u = {— arctang[ — /"(«x — tt>)]-}-arctang[— /"(a-f ai)]} 
-}- (arc tang/'Coj — co) — arc tang/^(ai -|- o))} 

-f {— arctang[— /•(«a — ai)]-|-arbtang[— /(oj + w)]} 

-{- (arc tang/'(a4 — cd) — arc imgf(ft^ -|- ai)} 
+ { — arc lang [— A«« — ^)1 + arc taug [— /'(«♦ + «>)] } 

-f {^^^ 'ang/'(ae — tti) — arc lmgf(as + ö>)} 
-{- u. s. w., 
und aus ahnlichem Grunde wie oben: 

u = (-l)*-"'arctang[(-l)*-Y(Ä-tti)]4.arctang[— ^(a-fai)] 
^ j -f *^^ tang/^(ai -f- co) — arc tang/*(a2 — ai) -f arc tang/'Ca, + co) J 

~ j— arctang/^(a4— ö>) -f (-l)*""*«rclang/'(a4-f (-l/-^£ü)i' 

wo, wie vorhin, ein Ausdruck rechts, von der Form arc taug iL, den kleinsten 
positiven Bogen bedeutet, dessen Tangente die immer positive Gröfse l ist. 

Dieses vorausgeschickt, ergiebt, sich, unier Zugrundelegung der Glei- 
chung (5.) 9 folgender Doppelsatz: 

Wenn die in (5.) durch f(x) dargestellte Function ton x positive 
Werthe von x=a bis ar = ai, negative von x = ai bis j?=a2, wieder 
positive von x = a2 bis x=za^ u. s. w. hat und 

ist: so ist 
(I.) f^q>{x)dx = (-l)*arctang[(-l)V(Ä-ö>)] — arctang/-(a4-ai) 
" , 2 j + «rc tang^C«! — co) — arc langf^a^ + w) -f arc Uingf(a^ ~ co) j 

'^ i— arc tang/'Ca* + co) + (-1)*""^ arc tang/'Ca» + (-1)*«) j 

hingegen, wenn f(x) von x=a bis x = ai negative, von x=:a^ bis Xs=a2 
positive, von x = a2 bis x^a^ wiederum negative Werthe u. s. w. hat, so ist 

(IL) f\{x)dx = (-l)*-*arctang[(-l)»-W-co)]4-arclang[-/^(a4-co)] 
" _ 2 1 + ®^^ »öug/'Cax + cü) — arc tang/^Co^ — co) -f arc \xs^%f{a^ -f co) 1 

I— arclang/*(a4— co) \ (-l)*"*arctang/^(aÄ+(-l)*-^cü)| 

Bei diesem Doppelsalze ist vorausgesetzt, dafs co^(ar) ffir alle Werthe 
von X = n bis or = 6 unendlichklein werdend bleibe, wenn die unendlichklein 
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werdende Gröfse cu den Unterschied zweier benachbarten Werlhe von x vorslelll; 
ferner stellt ein Ausdruck von der Form arctangil^ rechts vom Gleichheitszeichen, 
den kleinsten positiven Kreisbogen vom Halbmesser 1 dar, dessen trigonome- 
trische Tangente die positive Gröfse l ist. 

IIL 
Zur Eriftnterung der Sätze in (I. und IL) wollen wir den besondern Fall 

^ ^ J 1 — x*-\-x^ 

—00 ' 

annehmen. Durch Zerlegung erhfill man 

/U±£!_ d — X /1_^£_ ' V /l_i^£_ 

und, integrirt, 

O') filt^^a:^ ^ = arctang(2x-|/3) + arctang(2j? + >/3), 
oder auch 

1) Für den Werlh von u aus der Gleichung («.) ist, mittels des 
Ergebnisses (y.)i ^^^^ ^ ^ ^ 

Da ferner die Integralionsgrenzen — oo und -{-oo sind und die Func- 
tion f{x) bei a? = — 1 und a' = 0, so wie bei x=:^l das Zeichen än- 
dert, so erhalt man durch Yergleichung mit dem allgemeinen Falle: 

fl=— cx), «1=—!, «2 = 0, «3=4-1, ft = -j-oo; 

wo also Ä = 3 ist. Da endlich die Function f(x) von x=a bis ar = a, 
positiv ist, so dient die Gleichung in (I.) ziir Bestimmung von u, oder des 
bestimmten Integrals (a.). Sie giebt: 

II = — arc tang arc tang — 

wo (o unendlich klein werdend und positiv ist: folglich erbftlt man 

—40 

2) Der Ausdruck rechterhand in (/?.) kann ebenfalls zur Bestimmung 
von u dienen. Sieht man zuerst auf das Glied arc tang (2ar — ]^3) und er- 
wägt, dafs die Integrationsgrenzen — oo und -f-<x> sind, so erhält man: 

Ä = — cx), «^ = ^^^3, 4 = -}■», 
Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 46 
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wo demnach A:==l ist; und da die Function f{x)z=z2^—y3 von x^±rU 
bis x = a| negativ bleibt, so kommt hier die Gleichaog (U.) mr Anwendling 
und man erhalt 

V i-'xVS+x* "^ örclangoo-j-arctangcjt) — 2ar€lang2ai oder 



*/"ti: 



n. 



Bebandelt man Ähnlich das zweite Glied des Aasdnicks rechterband 

in (/9.)f so findet sich 

, /•+• ds 



7t. 



Addirt man dieses zum Vorhergehenden, so findet sich wie oben: 

3) Zerlegt man endlich das bestimmte Integral (a.) in eine Samme 
zweier andern, von welchen die Integrationsgrenien des einen — oo und 0, 
die des andern und -}*<>o Biud^ und erselit hierauf im erstem die IntegrA- 
tionsvariable x durch —x, so ergiebt sich 

Zerlegt man dieses bestimmte Integral in eine Summe iweier, das eine inner- 
halb der Grenzen undl, das andere innerhalb der Grenzen 1 und cx), und 

I 
ersetzt im letztern die Inlegraüonsvariable x durch — , so erhalt man 

Legt man nun die unbestimmte Integralfonction in (yJ) zum Grunde, nemlich 

arctang^-^, 

und erwagt, dafs nunmehr f(x) = -7 ^ innerhalb der Integrationsgrenzen 

und 1 bestandig positiv bleibt, so ist die Gleichung (I.) fflr die Annahme Ar = 
anzuwenden, was 

giebt, und mit 4 multipHcirt erhalt man, wie nach beiden obigen Arten: 

J 1 — X^+X* 

ZOricb, im Oclober 1847. 
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18. 

Über die bestimmteii Integrale mit iinaginftren 

Grenzen. 

(Von Herrn Dr. Dienger za Sinsheim bei Heidelberg.) 



JLI ie Theorie der bestimmten laterale ist in ihrer Anwendung sehr frachtbar, 
nnd es ist daher wichtig, sie genau zu erforschen. Im Folgenden sollen einige 
Satze zur Beurlheilung vorgelegt werden, did sich auf die imaginären Grenzen 
solcher Integrale beziehen und in denen versucht worden ist, den Integralen einen 
bestimmten und einer folgereichen Anwendung fähigen Sinn zu unterlegen. 

§. 1. 

Die Gröfse n-f*^^ soll unendlich klein heifsen, wenn sowohl a als b 
unenillich klein sind. Ist von a und 6 Eins ein unendlich Kleines von anderer 
Ordnung, als das andere, so soll a-\'bi ein unendlich Kleines von der Ord- 
nung n heifsen, wenn die mindeste Ordnung fflr a oder 6 die Ordnung n ist. 
Sind demnach a und b^ oder Eins von ihnen, unendlich kleine Gröfsen von der 
ersten Ordnung, so ist a-f-A* ein unendlich Kleines, ebenfalls von der ersten 
Ordnung. Die Function /"(a-j-Af) soll eine unendlich kleine Gröfse von der 
fiten Ordnung sein, wenn 

fja^biY 

unendlich klein ist fflr n<ir^ unendlich grofs fflr n>r^ und nicht unendlidl 
grofs fflr II = r; vorausgesetzt, dafs a-f'^'* ®^^ unendlich Kleines von der 
ersten Ordnung sei. 

Ist r eine unendlich kleine Gröfse erster Ordnung, so ist 

r(cos/-f-isinO 
ebenfalls eine nnendlich kleine Gröfse erster Ordnung, da cos/ und sin/ immer 
zwischen und 1 liegen nnd nie zugleich verschwinden. Demnach wird 
/'(r(cos/4-<*sin/)) zu einem unendlich Kleinen Arier Ordnung, wenn in 

(X^ /"(rCcosf+iSinl)) 

(r von der ersten Ordnung vorausgesetzt) die Gröfse (1.) nnendlich klein 
(oder Null) ist, fflr n<ik unendlich grofs fflr n^k, und nicht unendlich 

46» 
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grofs fflp n = k. Die Grörse (1.) ist aber gleich 

i'rfc-x /*rr(cos/ + isin01 j . /fr (cos f 4- 1 sin Ol • s 

und da cosit/, smnt immer endlich sind, was auch n und / sein mögen, 
auch beide nicht zugleich verschwinden, so wird 

/'(r(cos/-f isinO) 
eine unendlich kleine Gröfse Arter Ordnung sein, wenn man r unendlich klein 

erster Ordnung annimmt; ferner 

ro^ (r (cos<+t sin/)) 
l^'J pi 

unendlich klein für n<ik, unendlich grofs fflr n>k und nicht unendlich 
grofs für n = k. 

Eine imaginäre Function ilfcosT-f isin T) ist unendlich klein, oder 
grofs, mit H zugleich. In dem Falle 

f(r (cos / -f- ; sin /;) = Ä (cos T -j- 1 sin T) 
ist diese Function von gleicher Ordnung mit R. 

Bezeichnet man allgemein /■(r(cos/-j-isin/)) durch F^r)^ so ist F{r) 

Flr) 
ein unendlich Kleines Mer Ordnung, wenn -~^ unendlich klein ist fOr n<ik, 

unendlich grofs fOr n>>Ar und nicht unendlich grofs fflr n = k. 

Ob demnach F{r) conlinuirlich im engsten Sinne sei, hangt von dem 
Differentialquotienten 

ab. So lange derselbe endlich bleibt, was auch t sei, so lange ist F(r) con- 

tinuirlich, im engern Sinne. 

5 F(r) 
Fflr die Bestimmung von 'q ist 

d.F(r) 9./*(r(cos/-l-isin0)/ ^ i • • <n j*tr / ^ i • • j\-\ / * i • • ^n 

Die Bestimmung der Continuitftt im engsten Sinne hangt also von f'(r(.^^^^'\'^^^^0^ 
•(cosZ-f isinO o^^r von /"'(rC^os^-f •s'^O) ab, und es soll /"'(*• (cos/-}** sin/)) 
der Differenlialquolient von /"(r (cos /-f-** sin/)) heifsen. Seine Bildung Ist der 
des Differentialquolienlen von reellen Formen analog. Die Gröfse (4.) ist aber 
immer endlich, so lange (was auch / sei) 

a'F(r) 

drdt 
endlich ist; denn in diesem Falle ist (4.) conlinuirlich im engern Sinne, 
also endlich. 
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Es ist 

(5.) -^j^ = -rsin2^/-"[r(cos/+;sinO]-sin/r[r(cos/-[-isinO] 

+ t{rcos2//^'[r(cos/4-isinOJ + cos//*'[r(cos/+isinO]}. 
Übrigens isl die Unlersochung von 

(6.) /^'[cosZ + isinO] 
zureichend. Ist für n//^ Werlbe von / diese Gröfse endlich, wenn r zwischen 
a und 6>>fl liegr, so isl für alle Werlho von t die Function /"[rfcos^-f *sin/)] 
conlinuirlich im engern Sinne für jedes r zwischen a und b$ und zwar, wenn 
fX^{^ost'\-h\vit)') noch endlich isl für a und b, so isl es /'(r(cos/-f *sin/)) 
für r=a und r = Ä-}"^9 ^^'o * eine unendlich kleine Gröfse isl. Isl aber 
/"(^(cos/-j-isin/)) nicht für ö//£?Werlhe von / endlich, so ist auch die Function 
/'(r(cos/-f isin/)) nicht für alle Werlhe von l conlinuirlich, im engern Sinne. 

§. 2. 
Die Function /■(r(cos/ -f 'sin<)) soll auch hier das Integral von 
/*'(r(cos/4 is'ß')) h^'fsen und wird also durch 

/r i^ (<^os /-ff sin /)) d (r cos t -{- i sin <)) 
zu bezeichnen sein Setzt man r(cos/-{ isin/) = j?, so findet sich 

ganz nach bekannten Formeln gebildet, nur dafs hier x eine imaginäre Gröfse 
ist. Es ist 

—^ = /"(r(cos/ + fsinO).(cos/+isinO., «Iso 

F{r) = //•'(^(cos/4-isinO)-(cos/+isinOr}r, 
wenn man die Constante mit einbegreift; daher ist 
y/"Xr(cos/+isinO)ö.(r(cos/+isin/)) = (cos/+i5inO)^(r(cos/^ 
oder allgemeiner: 

(7.) /y(/'(cosjf4-«sinO)ö.(r(cos/+isin/)) 

= (cos<-f*s*"0)/y(''(cös/-j-fsin/))ör. 
Da die Seite rechts ein Integral in Bezug auf eine reelle Gröfse isl, 
so kann man, was sie betrifft, von einem bestimmten Integrale sprechen« Was 
auch / sei, behält demnach 

(cos/+isin/)^ ^ (r (cos t'\-i sin ty)8r 

a 

einen beslimmlen Werlh. Schreibt man für die Seite links von (7.) 
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so ist lür r^=a, a?=#i(cos/-f tsin/)^ «nd für r=Ä, x = b(^eost'\'is\nt\ 
folglich ist 
(8.) y*^"''^""'V(^)ö:r = (cos/+i8in/)/*V(^(cos/+isin/))er; 

daher ist das Integral / <p{x)dx die Samme der Elemente 

«(eotf + iainf) 

(9.) (cos/-l-t8inO[«y{«Ccos/-|-t8inO} + «y{(«+0(co8/+tsinO}+ • • • 

. . . -f «y {(Ä— 6)(cos /-f I sin/)}] ; 
wo £ unendlich klein ist. 

Die Gröfse t hat hier einen bestimmten Werth und es wird vorans- 
gesetzt, dafs alle Elemente (9.) endlich oder unendlich klein seien. Damit 

also das Integral f "^ **'" (p(x)dx eine Bedeutung habe, mufs die Gröfse 

y[r(cos/-f 's^**')] ^^^ r = a bis r = b — e endlich sein. 

§. 3. 
Ganz wie oben erhält man 

^J^ = /-'(rCcosZ+isin/^rC-sinZ+icosO, 
F(r) = iy/''(r(cos/4-tsinO)(— sin<-f-tcos05/, 
also auch fflr ar = r(eo8/-f isin/}: 

(10.) Jq>{x)dx = r^(r(cos/+i8in/))(— sinZ+tcosO^A 
Fflr /=a ist a?=r(cosa+tsina); fflr <=/? ist a?=r(cos/?+tsin/?), folglich 
(11.) y^'^'^^^'''^\ix)dx = r/^''y(r(cos/4.tsin/))(— sin/-|.icos/)ö/. 

Das bestimmte Integral rechts in der Gleichung (11.) ist also gleich der Summe 
der Elemente, die man erhält, wenn man in 

r € 9^ [r (cos A: -}- '* sin A*)] ( — sin A: -f t cos A?) 
k = a, a'\-€, a'\'2e, .... ß—e setzt, wo a unendlich klein ist; voraos- 
gesetzt, dafs keines dieser Elemente unendlich grofs sei; unter welcher Be* 
dingung allein das bestimmte Integral eine Bedeutung hat. 

§. 4. 
Auf gleiche Weise findet sich 

^^ = rr(''(cos<-j-isin/))(-8in2/-f-ico82/) 
-[- /"(r(co8/ -}-isin 0)(- «n <-f icosO, 
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woraus sich 
(120y'*^'"''"*"'"%Ca?)öx=y^y*%t'-(cos/+i8m 

a(eMa + /iiii«) « a 

a a 

ergiebl, wenn man wieder voraussetzt, dafs keines der einseinen Elemente der 
Integrale unendlich grofs werde. 

Die Ansdrflcke (8., 11. und 12.) sind fOr nnsem Zweck die Haupt- 
formeln, welche bald ein wenig weiter ausgedehnt werden sollen. 

Eine Andeutung zn Anwendungen mag hier nicht am unrechten Orte sein. 

Es ist bekanntlich 

♦' = i+*-l-|r+^*+ 

was auch x sei, reell oder imaginär. 
Demnach ist 

/ ff (oota-l- !•!■«) I|t 

e^cx = <i(cosa-f >sina)-{-2r(^^^^^T''^^''^^)'f *"* 

oder 

^(eo..+/.««)_l ^ iicos+|Jcos2a + ^cos3a + .... 

+ t(asina-{-|f8in2a-f---v')5 
woraus 

acoila-{--^cos2a-f •... = ^•~*cos(as!na) — 1, 

as\na'\-'^sin2a -{-.... = e"*~*sin(asina)— 1 

folgt. Ähnliche Resultate lassen sich leicht ableiten; was weiter aussufflhren 
hier nicht der Ort ist^ da die Ausfflhrung au&er unserer Absicht liegt. 

S. 6. 
Lifet sich die Function 9)[r(cos/-f isin/}] in der Form 
X(r,t)+iX(r,t) = ÄCcosT+isinT] 
darstellen, so ist in (8.) 

yK-.i+id.r)^^^^g^ = (cos(0+«sin(0)/'*Ä(cosr+isinr)er 

=y*JBcos(r+0ör-|-l/'*il9Ui(r+0ör. 
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Isl nun auch f '^* '*''' ^^(x)dx = P-^-Qi, so erhalt man 

(13.) P=J'''Rco3iT-\-t)8r, (? =y 'flsin(T-f /)ür. 

a a 

Ist z. B. (p (x) = «*, SO ergiebt sich 

21 = «'«'"*, T=rsin^ P= ä*™" cos (A.sin /) — «"•»• 'cos («sin/) und 
(?==«*"»•' sin (*sin <) — «"«"' sin(a sin <), also 
/"'«""'cosCrsinZ-f /)5r = «*«"'cos(A sin <) — «'•""• 'cos («sin/), 

a 

/'''e""'' sinirsint-\-i)8r = «*~"sin(6sinO — «"""'sinCasinO; 

a 

welche Ausdrücke fibrigens auch auf andern) Wege gefunden werden können. 
Selzt man ferner (p (x) = cos (x) ^ so findet sich 

R = -J-y[^-'''*'"' + «'''*'"'4-2cos(2rcosO], 

cosT = 27t ' '""^ = TR ' 

und endlich 

/•^y|-^7r,i„f_j^^-2r.iny^2cos(2rcosO].cos(T4-Oör 

a 

_ («-»•»«^e»'i»')sin(6cosO— («""""'4-«"*'"')8»n(acosO und 
y*|/[<5»'"'" 4- <?-»""" -|-2cos(2rcos/).sin(T-f/)er 

a 

_ («6«»'_e-»»i"')cos(*cos/) — («"""' — «-"'"'')cos(acos/). 

§. 6. 
Ganz eben so läfst sich die Formel (11.) anwenden. Ist 
y(r(cos/-fisinO) = ÄCcosT+isiniT), so isl 

(14.) /^^^''*'*'''\{x)dx = -rfRsiniT-\-t)dt-\-irfRcosiT-\-l)dt. 

r(coBa+itinß) a m 

Ist aber (p(r(co3t-\'isint)^ = P'\'Qi, so ergiebt sich 

r(eota-i-i»inß) m a 

Aus den Formeln (14. und 15.) lassen sich einzelne Formeln wieder eben so ab- 
leiten wie oben. 

Day/(l+a?)öa:= (l-|-ar)/(14-a?) — ar isl, so setze man in (150 

f/)(a7) = /(l + or); dann ist P = i/(l + 2rcos/-|-0, Q = Vi, wenn 
14-rcos^ .^ rs'int ^ , . 
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y*'[f(l-f2rcosl-ff»).8la<-f2y,cos/]ö/ 

a 

-i±*^2!i2./(14.2rco8/9+r')+2y^8Üi/9-|-2co8/9, 

4.i±I£2l!fL/(l+2rco8a+r»)-29).8ln«-2co8a; 

y*'[/(l +2rcos/+r»)— 29),8in/]ö/ 

= flE^/(l-|-2rco8/9+r')-f2 (^+';."°'^ y^~28in/3 

- «|fL/(l4-2rco8tt-|-r»)-2( '+';.^') y,+ 28ina. 

Hier darf l(i-\- 2reo8t-\- 1*) innerhalb der Grenzen der Integration nicht unendlich 
grors werden. Setzt man also o=0, ß=n, so mnfs r*<:l sein. Dann findet sich 

y*"[/(l-f 2rco8/+r»).8in<+2y,cosOÖ< = i/(i±r)^2/(l-f»)— 4, 

y*"[/(l+2rcos/-j-r»).co8<— 2y«sin/]ö' = 0. 
Differentürt man diese Formeln nach r, so lassen sich daraus leicht andere ableiten. 

Ist in der Formel (12.): 
y(r(cos/+i8inO) = ÄCcosT+isinT) = P-\-Qi und 
9)'(r(co8/-j-««in')) = Äi (cos Ti+i sin Ti) —Pi-{-Qii, 
so ergiebt sich eben so 

(17..)y*^'*"''^""%(x)öa? = -yy [ll,r 8in(2'x+ 20+ ilsi«(r+/)] drdl 

+t/'y*''[il,rcos(I\+20+ilcos(r+0]örÖ/ 
= — /'y'^EPir sln2<-|-ft rcos2*+P8in<+(?cos /] drÖt 

a a 

-f«/y'[Pirco82/—ftrsin2/+Pcos<-(?»in/]örö/. 

a a 

Für 9)(:r) = ^ ergiebt sich hieraus: 

e*«>*^co8 (ftsiüiS)— e««-« C08(a8in «) = --yV'V*^'[rsin(rsin/+20+««(rsinf +f)]araf, 

a 

e^^'/'sintisin/J)— e«*^8in(fl8lna)«AV''[rcos(r8in#+20+co8(rsin#+f^^ 

Giebt man den Gröfsen a, 6, a, ß specielle Werthe, so lassen sich ans den hier 
entwickelten Formehi leicht nene nnd merkwürdige Ansdrflcke bilden. Diese Ent- 
wicklang übergehen wir, da sie einerseits leicht ist, anderseits nicht tUgemeine 
Theoreme liefert. Sinsheim im December 1845. 
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m 

Zu Dr. Pohls Schrift „Der Electromagnetismus und 
die Bewegung der Himmelskörper.^' 

(Von Herrn Dr. Dienger, Lehrer an der Gewerbschule zu Sinsheim bei Heidelberg.) 



Jui dem bezeichneten Schriftchen hat Herr Professor Dr. G. F. Pohl neue 
und interessante Ansichten Aber das Wesen der kosmischen Bewegungen mit- 
getheilt. Wir wollen darauf hier nicht naher eingehen, sondern nur einige 
mathematische Deductionen, die dazu gehören darften, beizufDgen suchen. Im 
Übrigen verweisen wir auf die Schrift selbst. 

§. 1- 
Wir wollen zuerst Das ausführen, worauf am Ende von §. 42. des 
Bnches hingewiesen ist; nemlich die periodische Function ableiten, die den 
Wechsel der anziehenden und abstofsenden Effecte angiebt. Wir legen die 
Figur zu §. 40. zu Grunde. Bedeutet f(t) eine noch unbekannte Function 
der Zeit t, heifst der Winkel Pca hier u, die Linie ac aber r; ist / die Zeit, 
welche verflofs seit der Himmelskörper von P ausging, bis er in a anlangt, 
ist endlich q die (rotatorische) Geschwindigkeit in jPund cPs=c: so hat man 
fflr die Bewegung im Puncto a, nach den im Buche gegebenen Bedingungen: 

CO ^ = ^ »" ^-9' 

während zugleich 

(2.) r = , *' 
^ ^ a-|-ßcosu 

ist, wenn man annimmt, die Bewegung geschehe in einer Ellipse, deren grofse 
Axe a und deron kleine Axe b ist; nebst « = y^(a^ — 6^). 

Setzt man zur Abkürzung ^^^^k, so ist aus (1. nnd 2.) 

(3.) --r^Si— = Ärf/ und */ = /"— *L« = * arcfcos = -^^^ 
^ -^ a4-tfC08fi J a+ecosfi y ^'y^wa n+ecosu/ 

o ■ 

Ferner ist bekanntlich 

rfV <f< dr dH 
d*r dH^*du du* du* 
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Nnn ist 

dr resinu b^eninu 


rf*r (<icogfi+tf+e8in»f«)6«e 


du a+ecosu (a+ccosii)"' 
dt 1 


du* (a+ecosf#)' » 
if*l esinfi 


du *(a+ecosu)' 


i/ii* *(a-|-eco8fi)* 



Setzt man diese Wertlie in die zweite Gleicliung (1.), so erhalt man 

,-^ ^.^v g*e*6*e / acosu+e \ 

1^0 / W — (a+ecosfi)»Vccosfi+a/' 

welclie Fanction periodisch ist. 
Ferner ist 



oei 
a.cos^ — 



a— ecos^T- a— ecosSy- 



££2»«+f=:C0s(i^), COS«^ \. , « + *C08«== 

eco8M+a \ 6 -^' ^ ^^^«P^* 

also 

(5.) nt, = S^(a-.««^)'«„(«£i)i 

wodurch die periodische Beschleanignng der Bewegung in der Richtung des 

Radius vector beslimmt wird. 

§. 2. 

Ffinde die Bewegung im ursprOnglichen Kreise Statt, so wäre einfach 

du ge , gtc 

— - = -^ und u = ^ — • 
dt a a 

Demnach w^fire die Umlaufszeit des Körpers 

(6.) T = ^"i 

WO Q die Winl&elgeschwindigkeit im Puncto P bedeutet. Fflr den Fall der 
Ellipse ergiebt sich aus (3.) als Umlaufzeit: 

(7'.) r' = ^ = ^^.1 = T^. 
^ ^ gc Qc a a 

Die Umlaufzeit ist also dadurch kürzer geworden, dafs der Körper gezwungen 

war, sich in einer Ellipse zu bewegen. 

Es findet sich femer 

dr 

dr du pcesinu 

dt dt a-f <?C08u ^ 

du 

welches zeigt, dafs in P(ti = 0) die Bewegung nach der Richtung des Radius 

Null; desgleichen \tiA(u=7i)y dafs sie von P bis ^ positiv (abstofsend) und 

von A bis P negativ (anziehend) ist. 
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% 3. 

Untersucht man die Bewegung in der Ellipse ferner, so findet sieb, 
dafs für r=^a die rotatorische (Winicel-) Geschwindigkeit die nämliche ist, 
welche sie im Kreise gewesen wäre, d. h. in den Endpnncten der kleinen 
Axe. Die Bewegung nach der Richtung des Radius vector ist periodisch; sie 

d^r 
erreicht ihre Maxime, wenn -^ = 0, d. h. wenn 

acosti-f€ = und costi = — - 

ü 

ist. Dies findet also ebenfalls an den Endpuncten der kleinen Axe Statt. Da 
dort Sinti = ±~ ist, so ist die Geschwindigkeit an den Endpuncten der kleinen 

Axe nach der Richtung des Radius vector: 

dr Qcesxnu , gee 

dt a-f ^costt "~ 6 * 

Die rotatorische Geschwindigkeit ist dort •^; demnach ist die wirkliche 6e- 

Im Pnncte a ist die ganze Geschwindigkeit des Himmelskörpers: 
/ / p*c*e*8in*w . Q*e*\ J f c*«n*n , (a-fcco«M)* \ 

In allen diesen Formeln ist e=ia — e. 

Da hier die umgekehrte Aufgabe gelöset ist, so läfst sich auch leidit 
die directe lösen, wenn man die gefundene Form von /*(/} als bekannt an- 
nimmt. Die Maxime der periodischen Beschleunigung der Bewegung nach der 
Richtung des Radius vector finden Statt fflr ti = und ti = 7i, und zwar 
ein Maximum fflr ti = 0, ein Minimum fflr tr=:^. 

Das Übrige lifiit sich ferner leicht finden. 
Sinsheim im April 1846. 
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